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f を集合 Sから Sへの一対一上への写像（全単射）とする。

ここで

f を n個合成した写像　 ffff oLooo 　を　
nf

1−f を n個合成した写像　
1111 −−−− ffff oLooo 　を　

nf −

恒等写像を　
0f

と表す。

0s が与えられているとして，nを整数として

)( 0sfs n

n =

と定める。

このとき， nm ss = 　が成り立つならば

任意の整数 kに対して，　 )()( n

k

m

k sfsf = 　すなわち　 knkm ss
++

=  が成り立つ。

定理 1

qを素数として， 00 )( ssf ≠ 　かつ　 00 )( ssf q = 　すなわち　 01 ss ≠ 　かつ 0ssq =  が成り立つとする。

このとき

(1)  qkssk <<= 0,0  となる kはない。

(2)　 0ssk = が成り立てば，kは qの倍数

　　(3) すべての Znm ∈, ， qnm <<≦0 について， nm ss ≠

証明

(1) qkssk <<= 1,0 　を満たす kがあると仮定し，その kのうちで最小な自然数を 0k とする。

qを 0k で割った商を a，余りを rとすると

rakq += 0 　(0≦r<k0)

これを　 0ssq = 　に代入して

00
ss rak =

+

ここで， 00
ssk = より

rrakrak sss ===
+−+

L)1(00

であるから

0ssr =

0≦r<k0であり， 0k は 0ssk = となる最小の自然数 kであったから

r=0

したがって

akq 0=

となるが，qは素数であるから



10 =k 　または　 qk =0

ここで　 qk << 01  であるから矛盾

(2) kを qで割った商を a，余りを rとすると

rqak += 　(0≦r<q)

よって

0sss krqa ==
+

ここで， 0ssq = より

rraqrqa sss ===
+−+

L)1(

であるから

0ssr =

0≦r<qであるから，(1)より r=0

したがって，kは qの倍数である。

(3)　 qnm <<≦0  かつ　 nm ss =

となるm，nが存在すると仮定する。このとき

qmn <−<0 　かつ　 0ss mn =
−

となるから(1)に反する。

証明終り

定理 2

自然数 nと素数 qは互いに素であるとして，
nfg = とする。このとき

00 )( ssf ≠ 　かつ　 00 )( ssf q = 　ならば　 00 )( ssg ≠ 　かつ　 00 )( ssg q =

証明

00 )( ssg =  を仮定すると， 00 )( ssf n =  となるから，定理 1（2）により nは qの倍数となる。

これは，nと qは互いに素であることに反する。よって， 00 )( ssg ≠

また

)()( 00 sfsg nqq
= 00 ))(( ssfff qqq

== oLoo

証明終り

pを素数， 12 1
−=

−pq をメルセンヌ素数とし，直積集合 
pS }1,0{=  考える。

Saaaas p ∈=
−
),,,,( 1210 L

とし，GL(2)上の線形漸化式

0=++++
++ nknpn aaa LL 　(nは整数)



により

Saaaas p ∈=′ ),,,,( 321 L

を定め，Sから Sへの写像 fを

)(sfs =′

により定める。このとき s′から sがただ一通りに定まるため，fは全単射となる。

いま， 0s が与えられているとして，nを整数として

)( 0sfs n

n =

と定める。

いま， 01 ss ≠ 　かつ　 0ssq =  が成り立つとする。

このとき，任意の整数 nについて )0,,0,,0,0,0( LL≠ns であり，定理 1（3）により， 1210 ,,,,
−qssss L はすべ

て異なる。

さらに，pを 32で割った商を k，余りを rとする。32kと qは互いに素であるから，
kfg 32

= とすると，定

理 2により

00 )( ssg ≠ 　かつ　 00 )( ssg q =

ここで， 00 st = とし，nを整数として

)( 0tgt n

n =

により，Sの要素の列を定める。このとき

),,,,,,( 11322100 −−
= pk aaaaat LL

),,,,,,( 132164232132321 −+−++
= kpkkkk aaaaat LL

),,,,,,( 164196264164642 −+−++
= kpkkkk aaaaat LL

……

となる。

このとき， 1210 ,,,,
−qtttt L は，どれも )0,,0,,0,0,0( LL ではなく，しかも，定理 1（3）によりすべて異なる。

ここで，Sの要素の数は q+1個であるから， 1210 ,,,,
−qtttt L に )0,,0,,0,0,0( LL を付け加えたものは，Sのす

べての要素をちょうど 1回ずつとる。したがって，次のことが成り立つ。

1210 ,,,,
−qtttt L の初めから 32kビットを取り出して

),,,,( 1322100 −
= kaaaau L

),,,,( 164232132321 −++
= kkkk aaaau L

),,,,( 196264164642 −++
= kkkk aaaau L

……



とする。 1210 ,,,,
−quuuu L を 32ビットずつに区切って，1 辺が 32 ビットの k 次元超立方体に 32 ビット×k

個を q通り並べると，原点を除いて均等分布する。

さらに，直積集合
k32}1,0{ から

k32}1,0{ への全単射を hとするとき，

)( nn uhu =′ 　 )1,,2,1,0( −= qn L

と変換しても，1点を除いて均等分布する。

特に， nu を 32ビットずつに区切って
32}1,0{ から

32}1,0{ への全単射によって，
k32}1,0{ から

k32}1,0{ へ変換し

ても全単射となるから，このように Temperingを行っても，1点を除いて均等分布する。


