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以下では，断らない限り，文字は整数を表すものとする。 

 

約数と倍数の定義 

整数 )0(, aba に対して，b=ac となる整数cが存在するとき，「a はb を割り切る」または

「b はa で割り切れる」という。このとき，a をb の約数，b をa の倍数という。 

2 つ以上の整数に共通な約数を，それらの約数の公約数といい，公約数のうちで最大のもの

を最大公約数という。また，2 つ以上の整数に共通な倍数を，それらの整数の公倍数といい，

公倍数のうち正で最小なものを最小公倍数という。 

特に，2 つの整数 ba, の最大公約数を ),( ba で表すことにする。 

1),( =ba であるとき，a とb は互いに素であるという。 

註 任意の整数(0 以外)は 0 の約数である。また，0 は任意の整数(0 以外)の倍数である。 

 

例 任意の整数n に対して，n と 1+n は互いに素であることを証明してみよう。 

n と 1+n の最大公約数を g とすると，自然数 ba, を用いて 

gbngan =+= 1,  )( ba   

と表される。これらよりn を消去すると 

gbga =+1  すなわち 1)( =−abg  

abg −, はともに自然数であるから 1=g  

よって，n と 1+n の最大公約数は 1 であるから，n と 1+n は互いに素である。 

 

定理 1 naaa ,,, 21  がb の倍数ならば， nnxaxaxa +++ 2211 はb の倍数である。 

 (b は， nnxaxaxa +++ 2211 の約数である) 

証明 

仮定により， 

nn bkabkabka === ,,, 2211   

と置けるから 

)( 22112211 nnnn xkxkxkbxaxaxa +++=+++   

右辺はb の倍数であるから，左辺もb の倍数である。 

□ 

定理 2 (除法の定理) 

整数aと正の整数b に対して 

 brrbqa += ≦0,  

を満たす整数 rq, がただ一通りに定まる。 

証明  
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bの倍数の中で，a以下で最大のものをqb （ q は整数）とすると 

 aqb≦  かつ bqa )1( +  

となるから 

 bqba −≦0  

よって， rqba =− とおけば， 

 brrbqa += ≦0,  

次に，一意性を示す。 

 brbrrbqarbqa +=+= 212211 0,0,, ≦≦  

と 2 通りに表せたとすると 

2211 rbqrbqa +=+=  

であるから 

 
1221 )( rrqqb −=−  …① かつ brrb −− 12

 

したがって  

bqqbb −− )( 21
 よって 11 21 −− qq  

となるから， 

021 =−qq  すなわち 21 qq =  

また，①より 21 rr =  

□ 

定理 2 において，q を，aをb で割ったときの商， r を余り(剰余)という。 

 

ユークリッド(Euclid)の互除法 

与えられた 2 つの正の整数の最大公約数を求めるアルゴリズムを示す。 

命題 ユークリッドの互除法の原理 

qba ,, を整数とするとき， ),(),( bqbaba −=  

証明 

m を ba, の公約数とすれば，m は qba − の約数であるから(定理 1)，m は bqba ,− の公約

数である。 

逆に，m を bqba ,− の公約数とすれば，m は qbqbaa +−= )( の約数であるから(定理 1)，

m は ba, の公約数である。 

したがって， ba, の公約数の集合と bqba ,− の公約数の集合は一致するから，その最大値

も一致する。 

ゆえに ),(),( bqbaba −=  

□ 

特に， ba, が正の整数のとき，aをb で割った剰余をcとすれば， ),(),( cbba = である。 
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また，b をcで割った剰余をd とすれば， ),(),( dccb = である。 

これを繰り返していけば， 0≧dcba  であるから，剰余は 0 になる。 

いまcが d で割り切れるとすれば， dddc == )0,(),(  すなわち ),( bad = である。 

このようにして最大公約数を求めるアルゴリズムを，ユークリッドの互除法という。 

□ 

例 289 と 197 の最大公約数を求める。 

289＝197･1＋92 より )92,197()197,289( =  

197＝92･2＋13 より )13,92()92,197( =  

 92＝13･7＋1 より )1,13()13,92( =  

 13＝1･13＋0 より 1)0,1()1,13( ==  

であるから，197 と 92 の最大公約数は 1 である。 

 

例 47 +n と 34 +n が互いに素でないような 30 以下の自然数n を求めてみよう。 

 131)34(47 +++=+ nnn  より  )34,13()34,47( ++=++ nnnn  

 21)13(34 +++=+ nnn  より  )13,2()13,34( ++=++ nnnn  

 53)2(13 −+=+ nn  より  )5,2()2,13( −+=++ nnn  

以上より )5,2()5,2()34,47( +=−+=++ nnnn であるから， 2+n と 5 が互いに素でな

ければよい。5 は素数より， 2+n が 5 の倍数であればよいから 

28,23,18,13,8,3=n  

 

例 [1992 一橋大学] n を正の整数とする。 2n と 12 +n が互いに素であることを示せ。 

 nnnn −+= )12(2 2
 より  ),12()12,()12,2( 2 nnnnnn +=+−=+  

 1212 +=+ nn    より  1),1(),12( ==+ nnn  

よって， 1)12,2( 2 =+nn であるから， 22n と 12 +n は互いに素である。 

したがって， 2n と 12 +n は互いに素である。 

問 上記を，互除法を用いずに示せ。 

 

拡張ユークリッドの互除法 

ユークリッドの互除法を用いると， ba, の最大公約数をd として，不定方程式 dbyax =+  

の解の 1 つを求めることができる。 

例 不定方程式 1197289 =+ yx  の解の 1 つを求める。 

289＝197･1＋92 より 92＝289－197･1 …① 

197＝92･2＋13 より 13＝197－92･2 …② 

 92＝13･7＋1 より 1＝92－13･7 …③ 
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よって 

 1＝92－(197－92･2)･7 

   ＝92･15－197･7 

  ＝(289－197･1)･15－197･7 

   ＝289･15＋197･(－22) 

すなわち， 22,15 −== yx は解の 1 つである。 

 

拡張ユークリッドの互除法から，次の定理が成り立つことが分かる。 

定理 3 ba, の最大公約数をd とするとき， dbyax =+ を満たす整数 yx, が存在する。 

□ 

系 ba, の最大公約数をd とし，D をd の倍数全体の集合とするとき， 

集合 yxbyaxC ,|{ += は整数} は集合D と一致する。 

証明 

ba, は d の倍数であるから，定理 1 により， byax+ はd の倍数である。よって，

DC  。 

また，定理 3 により， dbyax =+ 00
となる整数

00 , yx が存在する。k を任意の整数として，

この等式の両辺を k 倍すると， kdkybkxa =+ )()( 00
。よって， DC  。 

ゆえに DC = 。 

□ 

上記の系は，次の様に書き換えられる。 

命題 kba ,, を整数とするとき，1 次の不定方程式 kbyax =+  が整数解を持つための必要

かつ十分な条件は， k がa とb の最大公約数d で割り切れることである。 

□ 

また，特に k=1 の場合を考えると 

命題 1 次の不定方程式 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 が整数解を持つための必要かつ十分な条件は，a とb

が互いに素であることである。 

 

例題 ba, は 0 でない整数の定数とし， byax+ （ yx, は整数）の形の数全体の集合を M と

する。M に属する最小の正の整数をd とするとき，次のことを示せ。 

(1) M の要素はすべてd の倍数である。 

(2) d は ba, の最大公約数である。 

(3) ba, が互いに素な整数のときは， 1=+btas となる整数 ts, が存在する。 

証明  
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00 byaxd += （ 00, yx は整数）とし， ba, の最大公約数を g とする。 

(1) 任意の M の要素を byax+ とすると，除法の定理により， 

rqdbyax +=+   rq, は整数， dr ≦0  

と表される。よって 

rbyaxqbyax ++=+ )( 00
 すなわち rqyybqxxa =−+− )()( 00

 

これより， Mr であるが， 0r と仮定すると， dr 0 となり，d が M に属する最小

の正の整数であることに反する。よって， 0=r 。 

したがって qdbyax =+ となるから， byax+ は d の倍数である。 

(2) Mbaa += 01 ， Mbab += 10  

であり，(1)より M の要素はすべてd の倍数であるから， ba, はともにd の倍数である。 

よって，d は ba, の公約数であるから， gd≦  …① 

また， gbbgaa == ,  （ ba , は整数） 

と書けるから，これらを 00 byaxd += に代入して 

 gybxagybgxad )( 0000
+=+=  

したがって， は の倍数であり， 0d であるから， gd≧  …② 

①，②により， gd = である。 

(3) 1=g であるから，(2)により 1=d 。よって， 1=+btas となる整数 ts, が存在する。 

□ 

上記の例題により，拡張ユークリッドの互除法を用いずに，定理 3 が示された。 

 

入試問題 [東京女子大学] 

9 で割り切れる整数全体の集合を A，15 で割り切れる整数全体の集合を B とする。

},|{ ByAxyxC += とするとき，C は 3 で割り切れる整数全体と一致することを証明

せよ。 

 

命題 整数 ba, に対して， ba, の最大公約数をd ，最小公倍数を l と置くとき，次が成り立

つ。 

(1) ba, の公約数はd の約数である。 

(2) ba, の公倍数は l の倍数である。 

証明 

(1) 定理 3 により， 

 byaxd +=  …① 

となる整数 yx, が存在する。 

ba, の任意の公約数 s に対して， bsbasa == , と置くと，①より 

d g
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 )( ybxasd +=  

となるから， s はd の約数である。 

(2) ba, の任意の公倍数 t に対して，  

 rqlt += ， lr ≦0  

とすれば， 

 qltr −=  

となるから，定理 1 により r は ba, の公倍数である。 

lr ≦0 であり， l は最小公倍数であったから， 0=r  

したがって， qlt = となるから， t は l の倍数である。  

□ 

註 上記の命題は，後に示す「素因数分解の一意性」を用いても証明できる。 

 

定理 4 ba, が互いに素で，ak がb の倍数ならば， k はb の倍数である。 

証明 

ba, は互いに素であるから， byax+=1 となる整数 yx, が存在する。両辺に k を掛けて 

bkyakxk +=  

akはb の倍数であるから，整数mを用いて， bmak = と置ける。よって， 

)( kymxbbkybmxk +=+=  

すなわち， k はb の倍数である。 

□ 

命題 ba, が互いに素であるとき，不定方程式 byax =  の解は，k を任意の整数として

akybkx == , である。 

証明 ba, は互いに素であるから，定理 4 により， xはb の倍数である。 

よって，k を整数として， bkx = と表される。 

これを byax = に代入すると， byabk =  すなわち aky =  

逆に， akybkx == , は byax = を満たす。 

 

入試問題 [2016 センター試験] 

不定方程式 119792 =+ yx  を満たす整数 xの中で， xの絶対値が最小なものは =x   ，

=y   である。 

不定方程式 1019792 =+ yx  を満たす整数 xの中で， xの絶対値が最小なものは =x   ，

=y   である。 

 

例題 ba, が互いに素な自然数であるとき，b 個の自然数 ),,3,2,1( bkka =  をb
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で割った余りはすべて異なることを示せ。 

証明 

),,3,2,1( bkka = をb で割った商を
kq ，余りを

kr とすると 

 
kk rbqak +=  )10( −brk≦≦  

よって 
kk bqakr −=  

ここで，
ji rr =   (1 ≦ 𝑖 ≦ 𝑏, 1 ≦ 𝑗 ≦ 𝑏) と仮定すると 

 ji bqajbqai −=−  すなわち  )()( ji qqbjia −=−  

aとb は互いに素であるから，この等式より， ji − はb の倍数である。（定理 4） 

さらに，1 ≦ 𝑖 ≦ 𝑏, 1 ≦ 𝑗 ≦ 𝑏より  

1)1( −−−− bjib ≦≦  

であるから， 0=− ji  すなわち ji =  である。 

これより， jirr ji ==  が成り立つ。 

対偶をとると ji rrji   

すなわち，b 個の自然数 ),,3,2,1( bkka =  をb で割った余りはすべて異なる。 

□ 

例題 どのような自然数 nm, を用いても， nmx 53 += と表すことができない最大の自然数

x を求めよ。 

解答  

(ⅰ) 1=n とすると， 2)1(353 ++=+= mmx  

ここで， 21≧+m であるから， 8≧x  

よって， x が 8 以上の 3 で割って 2 余る数(8，11，14，17，……)のときは， nmx 53 +=

の形に表すことができる。 

(ⅱ) 2=n とすると， 1)3(3103 ++=+= mmx  

ここで， 43≧+m であるから， 13≧x  

よって， x が 13 以上の 3 で割って 1 余る数(13，16，19，……)のときは， nmx 53 += の

形に表すことができる。 

(ⅲ) 3=n とすると， )5(3153 +=+= mmx  

ここで， 65≧+m であるから， 18≧x  

よって， x が 18 以上の 3 で割り切れる数(18，21，24，……)のときは， nmx 53 += の形

に表すことができる。 
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(ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ)より 16≧x のとき， nmx 53 += の形に表すことができる。 

次に， nm 5315 += となる自然数 nm, が存在しないことを示す。この等式より 

mn 3)3(5 =− ， nm 5)5(3 =−  

であり，3 と 5 は互いに素であるから，m は 5 の倍数，n は 3 の倍数である。 

さらに， nm, は自然数であるから， 5≧m ， 3≧n  

したがって， 30355353 =++ ≧nm となるが，これは， nm 5315 += と矛盾する。 

以上より， nmx 53 += と表すことができない最大の自然数 x は 15 である。 

 

入試問題 [2008 奈良県立医大] 

qp, を互いに素な正の整数とする。 

(1) 任意の整数 xに対して， p 個の整数 pqxqxqx −−− ,,2,  を p で割った余りはす

べて異なることを証明せよ。 

(2) pqx  である任意の整数 xは，適当な正の整数 ba, を用いて， qbpax += と表される

ことを証明せよ。 

 

素数 

素数の節では，正の整数の範囲で考え，文字は正の整数を表すものとする。 

1a である整数a が， a,1 以外の約数を持たないとき，a を素数といい， a,1 以外の約数

を持つとき，aを合成数という。 

整数がいくつかの整数の積で表されるとき，積を作る 1 つ 1 つの整数を，もとの整数の因

数という。素数の因数を素因数という。 

 

例題 p，2p＋1，4p＋1 がいずれも素数であるような pをすべて求めよ。（2005 一橋大学） 

解  

(ⅰ) p＝3 のとき 

 3 数は 3，7，13 となるので，題意を満たす。 

(ⅱ) pが 3 以外の素数のとき 

 pは素数であるから，3 の倍数でないので，p＝3k±1 (k は自然数)と表される。 

 p＝3k＋1 のとき 

2p＋1＝6k＋3＝3(2k＋1) 

  これは，3 より大きい 3 の倍数であるから，素数でない。 

 p＝3k－1 のとき 

4p＋1＝12k－3＝3(4k－1) 

  これは，3 より大きい 3 の倍数であるから，素数でない。 
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 以上より，pが 3 以外の素数のときは，題意を満たさない。 

(ⅰ)，(ⅱ)より，求める pは p＝3 

 

入試問題 [2004 早稲田大学] 

nを自然数とする。 4,2, ++ nnn がすべて素数であるのは 3=n の場合だけであることを示

せ。 

 

補題 2 つ以上の整数の積が，ある素数で割り切れるならば，因数のうち少なくとも 1 つは

その素数で割り切れる。(ユークリッドの補題) 

証明 

abが素数 p の倍数であるとし，aは p の倍数でないと仮定する。 

p の約数は 1 と p だけであり， p はaの約数でないから，aと p の公約数は 1 のみであ

る。よって，aと p は互いに素であるから，定理 4 により，b は p の倍数である。 

ゆえに，abが素数 p で割り切れるならば， ba, の少なくとも 1 つは p で割り切れる。 

□ 

定理 5 素因数分解の一意性 

合成数は素数の積に分解することができ，その分解は，積の順序を除いてただ 1 通りであ

る。 

証明 

数学的帰納法で証明する。 

(Ⅰ) 最小の合成数 4＝2×2 については，定理は成り立つ。 

(Ⅱ) aを合成数として，aよりも小さい合成数に対して，定理が成り立つと仮定する。 

aは合成数であるから， acabbca = 1,1, となる cb, が存在する。このとき，b も

cも素数であるか，または，帰納法の仮定により素数の積に分解されるから，a は素数の積

に分解される。 

次に，分解の一意性を示す。aを素因数に分解して 

  = 321321 qqqppp  

を得たとすれば，  321 qqq が素数
1q で割り切れるから，  321 ppp の中に

1q で割り

切れるものがある(ユークリッドの補題)。いま 1p が 1q で割り切れるとすれば， 1p が素数で

あるから， 11 qp = である。したがって 

  = 3232 qqpp  

この相等しい数をb とすれば， ab  であるから，帰納法の仮定によりb の両辺の分解は，

積の順序を除いて一致する。 

よって，aの素数の積への分解も，積の順序を除いて，ただ 1 通りしかない。 
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(Ⅲ)  (Ⅰ)，(Ⅱ)よりすべての合成数について，この定理は成り立つ。 

□ 

b がaの倍数( aがb の約数)であるとは，ある整数cが存在して acb = となることである。 

これと，素因数分解に一意性より，次の命題が成り立つ。 

 

命題 自然数 N を素因数分解した結果が cba rqpN = であるとき，N の正の約数は 

),0,0,0(  ckbjairqp kji ≦≦≦≦≦≦  

である。 

命題 を素因数分解して， ， としたとき， 

 b がaの倍数( aがb の約数) ⇔ 任意の自然数 i について ii fe ≦  

命題 N の正の約数の個数は )1)(1)(1( +++ cba  

N の正の約数の総和は  )1)(1)(1( cba rrqqpp +++++++++  

 
−

−


−

−


−

−
=

+++

1

1

1

1

1

1 111

r

r

q

q

p

p cba

 

 

命題 自然数 ba, に対して， ba, の最大公約数をd ，最小公倍数を l と置くとき，

abdl = ， 

特に， ba, が互いに素ならば abl =  

証明 

2 つの整数 fe, の最小値を ),min( fe ，最大値を ),max( fe と表すことにする。 

aとb の少なくとも一方の因数である素数を ,,, 321 ppp とおく。 

このとき，aとb を素因数分解すると， 

321

321

eee
pppa = ， 321

321

fff
pppb =  

となる。ただし， ii fe , は負でない整数である。このとき， 

最大公約数d を素因数分解したときの ip の指数は ),min( ii fe  

最小公倍数 lを素因数分解したときの ip の指数は ),max( ii fe  

したがって，dl を素因数分解したときの ip の指数は  

iiiiii fefefe +=+ ),max(),min(  

となり，abを素因数分解したときの ip の指数と等しい。よって， abdl = が示された。 

□ 

bdbada == , とすると， ba , は互いに素であり， abdl = より， baddl = 2  

よって， badl = が成り立つ。 

ba, 321

321

eee
pppa = 321

321

fff
pppb =
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例 最大公約数が 21，最小公倍数が 252 である 2 つの自然数 )(, baba  の組を求めてみよ

う。最大公約数が 21 であるから，互いに素である自然数 )(, baba  を用いて 

bbaa == 21,21  

と表される。このとき， ba, の最小公倍数は ba 21 と表されるから， 

25221 =ba  すなわち 12=ba  

ba   かつ ba , は互いに素であるから， 

)4,3(),12,1(),( = ba  よって )84,63(),252,21(),( =ba  

 

命題 aと cが互いに素，かつ，b とcが互いに素ならば，abと cは互いに素である。 

証明 aとcが互いに素であるから，aと cに共通な素因数はない。また，b と cが互いに素

であるから，b と cに共通な素因数はない。したがって，素因数分解の一意性から，abとc

に共通な素因数がないから，abと cは互いに素である。 

□ 

命題 2n が素数 p の倍数ならば，nは p の倍数である。 

証明 nが素因数に p を持たないと仮定すると，素因数分解の一意性から， 2n は素因数に

p を持たない。これは 2n が素数 p の倍数であることに矛盾する。したがって，nは p の倍

数である。 

□ 

一般に， k を自然数として， kn が素数 p の倍数ならば，nは p の倍数である。 

 

入試問題 [九州大学] 

互いに素である自然数 ba, に対して， 2a と 2b は互いに素であることを証明せよ。 

 

入試問題 [2005 東京大学] 

3 以上 9999 以下の奇数a で， aa −2 が 10000 で割り切れるものをすべて求めよ。 

 

命題 整数 ba, が互いに素であるとき， ba+ と abは互いに素である。 

証明 

ba+ と abは互いに素でないと仮定すると，ある素数 p が存在して， lpabkpba ==+ , と

表される。 

このとき， lpab = より， ba, の少なくとも 1 つは p の倍数である。 

aが p の倍数であると仮定すると， akpb −= より，b も p の倍数となり， ba, が互いに素

であることと矛盾する。b が p の倍数であると仮定しても，同様に矛盾する。 
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ゆえに， ba+ と abは互いに素である。 

□ 

入試問題 [1999 一橋大学] 

qp, は素数で， qp  とする。 

（1）
rqp

111
=+ を満たす整数 r は存在しないことを示せ。 

（2）
rqp

111
=− を満たす整数 r が存在するのは， 3,2 == qp のときに限ることを示せ。 

 

例題 2 は無理数であることを示せ。 

解 2 が有理数であると仮定する。このとき，自然数 nm, を用いて 

n

m
=2  

と表される。両辺を 2 乗して， 

2

2

2
n

m
=  よって 222 mn = …① 

nm, を素因数分解して，①の両辺を素因数の積で表したとき，①の左辺は 2 で奇数回割り切

れ，右辺は 2 で偶数回割り切れる。よって矛盾。したがって， 2 は無理数である。 

□ 

命題 自然数aが平方数でないならば a は無理数である。 

証明 

a が有理数であると仮定する。このとき，互いに素である自然数 nm, を用いて， 

n

m
a =  

と表される。ただし，aは平方数でないから， 1n  

両辺を 2 乗して， 

2

2

n

m
a =  よって 22 man =  

ここで， 1n であるから，nの素因数の一つを p とすると，この等式より， p は 2m の素因

数であるから， p はm の素因数である。これは， nm, が互いに素であることに反する。 

ゆえに， a は無理数である。 

□ 
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命題 素数は無限に存在する 

証明 

素数が有限個しかないと仮定し， p,,3,2   が素数のすべてであるとする。ここで，自然

数 132 += pP   を考える。 1P であるから，P は定理 5 により p,,3,2   の

少なくとも 1 つで割り切れる。しかし，P は p,,3,2   のどれで割っても余りが 1 とな

り割り切れないので，矛盾する。ゆえに，素数は無限に存在する。 

□ 

注意 5095930031113117532 ==+ となり素数ではない。 

 

命題 14 −n の形の素数は，無限に存在する。 

証明 

14 −n の形の素数 3, 7, 11, …… を大きさの順に並べて p が最大なものであると仮定し 

1)1173(4 −= pA   

と置く。すると，Aは 2 および p,,11,7,3   のいずれでも割り切れないので，Aを素因

数分解したとき，素因数はすべて p,,11,7,3,2  以外の素数である。それらの素因数のす

べてが 14 +n の形であると仮定すると， Aは 14 +n の形になるから，矛盾する。よって，A

の素因数の中に， 14 −n の形のもので p,,11,7,3  以外の素数が存在するから， 14 −n の

形の素数が p,,11,7,3  だけであるという仮定に反する。ゆえに， 14 −n  の形の素数は，

無限に存在する。 

□ 

素数を 1 つも含まない自然数のいくらでも長い範囲が存在することは，次のように分かる。 

)1,,4,3,2()!1( +=++ nkkn  を考えれば，連続するn 個の自然数がすべて素数でない。 

 

入試問題 [千葉大学] 

(1) 5 以上の素数は，ある自然数nを用いて 16 +n または 16 −n の形で表されることを示せ。 

(2) N は自然数とする。 16 −N は 16 −n （nは自然数）の形で表される素数を約数にもつこ

とを示せ。 

(3) 16 −n （nは自然数）の形で表される素数は無限に多く存在することを示せ。 

 

双子素数 

差が 2 である 2 つの素数の組を双子素数という。小さい順に 

(3，5)，(5，7)，(11，13)，(17，19)，(29，31)，(41，43)，…… 

などがある。双子素数は無限に存在するかという問題は，数学上の未解決問題である。 
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性質 (3，5)を除くすべての双子素数は， )16,16( +− nn  に自然数nを代入した数である。 

これより，nを自然数とするとき， 4,2, ++ nnn がすべて素数であるのは 3=n の場合だけ

であることが分かる。 

 

命題 !n を素因数分解したときに，素因数 p の指数は，m を 1+ mm pnp ≦ を満たす整数と

して， 

 







++








+


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


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
mp

n

p

n

p

n

p

n


32
  ただし， x は，x を超えない最大の整数を

表す。 

証明 !n の因数 n,,3,2,1   の n 個の中で，p の倍数が 1n 個， 2p の倍数が 2n 個，……，

mp の倍数が mn 個であるとする。このとき，求める指数は mnnnn ++++ 321 であり， 

 







=








=




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
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



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
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n
n

p

n
n

p

n
n

p

n
n ,,,,

33221   

である。 

 

例題 400!を十進数で表したとき，末尾に連続して何個の 0 が並ぶか。 

解 10＝2×5 であり，400!を素因数分解したときに，素因数 5 の指数は素因数 2 の指数よ

り小さい。 

よって，400!を十進数で表したとき，素因数 5 の指数だけ末尾に連続して 0 が並ぶ。 

43 54005 ≦ であり， 

 







+








+








32 5

400

5

400

5

400     







++=

125

400
1680 9931680 =++=  

したがって，末尾に連続して 99 個の 0 が並ぶ。 

 

入試問題 [2009 京都大学] 

p を素数，nを正の整数とするとき， )!( np は p で何回割り切れるか。 

 

整式の因数分解の利用 

nが 2 以上の自然数であるとき， 44 +n は素数にならないことを整式の因数分解を用いて示

してみよう。 

)22)(22(4)2(4 222224 +−++=−+=+ nnnnnnn  

nが自然数であるとき， 222 ++ nn ， 222 +− nn はともに整数であり， 2≧n のとき， 
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10222 ≧++ nn ， 21)1(22 22 ≧+−=+− nnn  

よって，nが 2 以上の自然数であるとき， 44 +n は素数ではない。 

また，次のような因数分解が知られている。 

nが 2 以上の整数のとき 

))(( 1121 −−−−− +++++−=− nrrnnnnn bbabaababa   

nが３以上の奇数のとき 

})1(){( 11121 −−−−−− ++−++−+=+ nrrnrnnnn bbabaababa   

例題 [1996 京都大学] nm, は自然数で， nm をみたすものとする。 1,1 ++ mn nm がと

もに 10 の倍数となる nm, を１組与えよ。 

解答 10 は偶数であるから， 1,1 ++ mn nm がともに 10 の倍数となるためには， nm, はとも

に奇数でなければならない。よって， nm, は奇数とする。このとき 

}1)1(){1(1 121 ++−++−+=+ −−−−  rnrnnn mmmmm  

が成り立つから， 1+m が 10 の倍数であれば， 1+nm は 10 の倍数になる。よって， 9=m

とする。また， 

}1)1(){1(1 121 ++−++−+=+ −−−−  rmrmmm nnnnn  

が成り立つから， 1+n が 10 の倍数であれば， 1+mn は 10 の倍数になる。 nm であるから，

19=n とする。 

したがって，求める nm, の１組は 19,9 == nm  

 

別解 ( )19
110− と ( )9120− を二項定理で展開することにより， 1919 + と 1199 + がともに 10

の倍数となることが示される。 

 

入試問題 [2009 一橋大学] 

2 以上の整数 nm, は 3333 101 +=+ nm を満たす。 nm, を求めよ。 

 

合同式 

整数 ba, の差 ba − がm の倍数であるとき，aとb はm を法(modulus)として互いに合同で

あるといい，それを次のように表す。 

)(mod mba   

合同は，次の 3 つの規律に従う。 

  反射律 )(mod maa   

  対称律 ba   ならば )(mod mab   

  推移律 cbba  ,  ならば )(mod mca   
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法が同一の合同式は，加法，減法，乗法に関して，等式と同様に取り扱える。 

定理 6 

)(mod),(mod mdcmba   ならば 

(1) )(mod mdbca ++   (2) )(mod mdbca −−   (3) )(mod mbdac   

証明 

)(mod mba   であるから ba − はm の倍数 

)(mod mdc   であるから dc − はm の倍数 

これより 

(1) )()()()( dcbadbca −+−=+−+  はm の倍数であるから 

)(mod mdbca ++  

(2) )()()()( dcbadbca −−−=−−−  はm の倍数であるから 

)(mod mdbca −−  

(3) dbadcabdadadacbdac )()( −+−=−+−=−  はm の倍数であるから 

)(mod mbdac   

□ 

系 )(modmba   であるならば， 

  任意の自然数nに対して， )(modmba nn   

さらに， )(xf が xの整式であるとき， )(mod)()( mbfaf   

 

入試問題 [1995 京都大学 文系] 

自然数の関数 )(),( ngnf を 

nnf =)( を 7 で割った余り 









= 

=

7

1

3)(
k

nkfng  

によって定める。 

(1) すべての自然数n に対して ( ) )(7 nfnf = を示せ。 

(2) あなたの好きな自然数n を一つ決めて )(ng を求めよ。 

  その )(ng の値をこの設問(2)におけるあなたの得点とする。 

 

入試問題 [2001 京都大学] 

任意の整数nに対し，
39 nn − は 9 で割り切れることを示せ。 

 

命題 
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cと p は互いに素であるとする。このとき，  

 )(mod pbabcac   

証明 

bcac   より 0)( − cba  であるから， cba )( − は p の倍数である。 

ここで， cと p は互いに素であるから， ba − は p の倍数，すなわち 

 )(mod0 pba −  

ゆえに )(mod pba   

□ 

例 )6(mod55 yxyx   は成り立つが， )6(mod22 yxyx  は成り

立たない。実際 )6(mod5222  であるが， )6(mod52  ではない。 

 

例題 a を十進法で表して 

01

2

2 101010 aaaaa n

n ++++=   

とすれば， 

(1) )3(mod012 aaaaa n ++++   

(2) )9(mod012 aaaaa n ++++   

(3) )11(mod)1( 012 aaaaa n

n +−++−   

証明 

(1) )3(mod110  より )3(mod1110 = kk
 

(2) )9(mod110  より )9(mod1110 = kk
 

(3) )11(mod110 −  より )11(mod)1(10 kk −  

である。よって，成り立つ。 

□ 

例 131171001 = であるから， )13,11,7(mod11000 −  

これを用いれば 

)7(mod042026515931426510001591000314314159265 2 =+−++=

また，同様にして 

)11(mod2024420314159265 =+−  

)13(mod4420314159265   

□ 

定理 7 中国人剰余定理  

nm, が互いに素な自然数であるとき，任意の整数 ba, に対して連立合同式 
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 )(mod),(mod nbxmax   

の整数解は，mnを法としてただ一つ存在する。 

証明 

ts, を整数として， ntbmsax +=+=  となる整数 xを求める。この等式より 

 abntms −=−  …① 

nm, は互いに素であるから，定理 3 により 

abntms −=− 00
 …② 

を満たす整数
00 , ts が存在する。①－②より， 

 0)()( 00 =−−− ttnssm  すなわち )()( 00 ttnssm −=−  

nm, は互いに素であるから，uを任意の整数として 

 nuss =− 0
 ， mutt =− 0

 

と表される。よって， nuss += 0
であるから 

umnmsanusmamsax )()( 00 ++=++=+=  

したがって，整数解は，mnを法としてただ一つ存在する。 

□ 

一般化すると，次のようになる。（証明は各自が試みよ。） 

定理 nmmmm ,,,, 321  がどの 2 つも互いに素である自然数ならば，連立合同式 

    )(mod 11 max  ， )(mod 22 max  ，……， )(mod nn max   

の整数解は， nmmmm 321 を法としてただ一つ存在する。 

 

例題 （孫子算経の「百五減算」より） 

 今有物不知其数 三三数之剰二 五五数之剰三 七七数之剰二 問物幾何 

 3 で割ると 2 余り，5 で割ると 3 余り，7 で割ると 2 余る，最小の正の整数を求めよ。 

解 次の連立１次合同式を解けばよい。 

    )3(mod2x ， )5(mod3x ， )7(mod2x  

3 で割れば 2 余り，5 で割れば 3 余り，7 で割ると 2 余る数を Nとすると，Ｎは整数 k，ℓ，

mを用いて 

 N＝3k＋2＝5ℓ＋3＝7m＋2 …① 

と表される。3k＋2＝5ℓ＋3 から 

3k＝5ℓ＋1 …② 

k＝2，ℓ＝1 は②の整数解の 1 つであるから 

 3×2＝5×1＋1 …③ 

②－③より 
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 3(k－2)＝5(ℓ－1) 

3 と 5 は互いに素であるから，整数 nを用いて k－2＝5n，ℓ－1＝3nと表される。 

これより，ℓ＝3n＋1 であるから，①より 

N＝5(3n＋1)＋3＝15n＋8 よって N＝15n＋8＝7m＋2 …④ 

したがって 

15n＝7m－6 …⑤ 

拡張ユークリッドの互除法により，特殊解を求める。 

15＝7×2＋1 

両辺を－6 倍して 

15×(－6)＝7×(－12)－6 …⑥ 

⑤－⑥より 15(n＋6)＝7(m＋12) 

15 と 7 は互いに素であるから，整数 sを用いて n＋6＝7s，m＋12＝15sと表される。 

これより，n＝7s－6 であるから，④より 

 N＝15(7s－6)＋8＝105s－82 

したがって，Nのうち正で最小のものは 105×1－82＝23 である。 

□ 

入試問題 [2017 センター試験追試改作] 

(1) 不定方程式 289612161321 +=+=+ zyx  の整数解 zyx ,, を求めよ。 

(2) 自然数nは，21 で割ると 13 余り，16 で割ると 12 余り，96 で割ると 28 余るとする。

このようなnのうち，最小なものを求めよ。 

 

入試問題 [1981 立教大学] 

nは整数で，0≦n＜105 とする。 

nを 3 で割った余りをa，nを 5 で割った余りをb ，nを 7 で割った余りをcとするとき， 

nは cba 152170 ++ を 105 で割った余りに等しいことを証明せよ。 

 

参考 連立 1 次合同式のガウスによる解の求め方 

整数 がどの 2 つも互いに素であるならば,  

，  

とおくと，各 と は互いに素であるから， に対して 

𝑀𝑖𝑡𝑖 + 𝑚𝑖𝑢𝑖 = 1 

nmmm ,,, 21 

nmmmM = 21 nnMmMmMmM ==== 2211

im iM ni ,,3,2,1 =
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となる 𝑡𝑖, 𝑢𝑖 が存在する。したがって， 

 

となる が存在する。このとき， 

x≡  

は，与えられた連立 1 次合同式の解となる。 

 

フェルマーの小定理 

補題 1 

yx, を整数， p を素数とするとき， )(mod)( pyxyx ppp ++  

証明 

 
pp

pp

rrp

rp

p

p

p

p

pp yxyCyxCyxCyxCxyx +++++++=+ −

−

−−− 1

1

2

2

1

1)(   

ここで， 1,,3,2,1 −= pr  のとき rp C は p の倍数である。なぜなら 

 
1)2)(1(

)1()2)(1(

−−

+−−−
=





rrr

rpppp
Crp  より 

 )1()2)(1(}1)2)(1({ +−−−=−− rpppprrrCrp   

であり， pr 0 かつ p は素数より， 1,,2,1, −− rrr と p は互いに素。 

よって， 1)2)(1( −− rrr と p は互いに素であるからである。 

したがって 

 )(mod01

1

2

2

1

1 pxyCyxCyxCyxC p

pp

rrp

rp

p

p

p

p +++++ −

−

−−−   

であるから 

 )(mod)( pyxyx ppp ++  

□ 

補題 2 

p を素数とし，aを自然数とするとき， 

 )(mod paa p   

証明 

aについての数学的帰納法で示す。 

)(mod1 iii mtM 

it

)(mod222111 MatMatMatM nnn+++ 
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(Ⅰ) 1=a は明らかに成り立つ。 

(Ⅱ) ka = のとき命題が成り立つと仮定すると 

 )(mod pkk p   

 このとき，補題 1 により 

 )(mod11)1( pkkk ppp +++  

 よって， 1+= ka のときも命題は成り立つ。 

(Ⅰ)，(Ⅱ)より，すべての自然数a について，命題は成り立つ。 

□ 

補題 3 

p を素数とし，aを整数とするとき， )(mod paa p   

証明 

任意の整数aに対して， )(mod pba  となる自然数b が存在するから， 

  )(mod pabba pp   

□ 

定理 8 フェルマーの小定理 

p を素数とし，aを p の倍数でない整数とするとき， 

 )(mod11 pa p −
 

証明 

補題 4 より， )(mod11 paaa p  − であり，a と p は互いに素であるから 

 )(mod11 pa p −
 

□ 

例 
2002 を 19 で割った余りを求めてみよう。 

19 は素数であり，2 と 19 は互いに素であるから，フェルマーの小定理により 

 )19(mod1218   

ここで，200＝18×11＋2 であるから 

 ( ) )19(mod4412222 112111821118200 === +
 

ゆえに，
2002 を 19 で割った余りは 4 である。 

□ 

入試問題 [2005 早稲田大学] 

次の各問いに答えよ。ただし，正の整数nと整数 )0( nkk ≦≦ に対して， kn C は正の整数で

あるという事実を使ってよい。 

(1) m が 2 以上の整数のとき，
2Cm
がm で割り切れるための必要十分条件を求めよ。 
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(2) p を 2 以上の素数とし，k を p より小さい正の整数とする。このとき，
kp C は p で割り

切れることを示せ。 

(3) p を 2 以上の素数とする。このとき，任意の正の整数nに対し， 1)1( −−+ pp nn は p

で割り切れることを示せ。 

 

入試問題 [1977 京都大学] 

p が素数であれば，どんな自然数nについても nn p −  は p で割り切れる。このことを，n

についての数学的帰納法で証明せよ。 

 

オイラーの関数 

nを自然数とするとき， nm≦ で，m とn が互いに素である自然数m の個数を )(n とする。

このnの関数をオイラーの関数という。 

例 p を素数とする。 pm≦ で，m と p が互いに素である自然数m は 

 1,,3,2,1 −p  

であるから， 1)( −= pp である。 

 

命題 qp, を異なる素数とすると， )1)(1()( −−= qppq である。 

証明 

qp, は異なる自然数であるから， pqと互いに素である自然数は， p の倍数でもqの倍数で

もない自然数である。 pq以下の自然数で 

 p の倍数は qppqppp ,)1(,,3,2,1 −   のq個 

 qの倍数は pqqqqqq ,)1(,,3,2,1 −   の p 個 

 pqの倍数は pq     の1個 

あるから， p の倍数，または，qの倍数であるものは， 1−+ qp 個ある。 

したがって， 

 )1)(1(1)1()( −−=+−−=−+−= qpqppqqppqpq  

□ 

命題 p は素数， k は自然数とするとき， 1)( −−= kkk ppp  

証明 

kp,,3,2,1  の中で， p と互いに素でないものは p の倍数であるから， 

 ppppp k −1,,3,2,   

の，
1−kp 個ある。ゆえに p と互いに素である整数の個数は

1−− kk pp  
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すなわち 1)( −−= kkk ppp  

□ 

註 m と nは互いに素な自然数であるとき， )()()( nmmn  = が成り立つことが知られて

いる。これを，定理 10 で示す。 

 

入試問題 [2005 早稲田大学] 

自然数 nに対して， n以下の自然数でnとの最大公約数が 1 となるような自然数の個数を

)(nf とする。例えば， 12=n に対しては，このような自然数は 1，5，7，11 の 4 個なので，

4)12( =f である。また， 1)1( =f  ，素数 p に対しては 1)( −= ppf である。 

(1) )77(f を求めよ。 

(2) 24)( =pqf なる 2 つの素数 qp, （ただし， qp  とする）の組を求めよ。 

(3) nk, を自然数とするとき， )32( nkf の値を nk, の式で表せ。 

 

平方剰余 

aとm が互いに素であるとき，合同方程式 )(mod2 max  が整数解を持てば，aはm を

法とする平方剰余であるといい，整数解を持たなければ，aはm を法とする平方非剰余であ

るという。 

 

例 )8(mod0164,19)3(,4)2(,1)1(,00 22222 ===  

より，0，1，4 は 8 を法とする平方剰余であるが，2，3，5，6，7 は 8 を法とする平方非剰

余である。 

□ 

例 532 += nm  を満たす整数 nm, は存在しない。なぜなら 

)3(mod1)1(,00 22  であるから， )3(mod1,02 m  

)3(mod223553 +=+n  

より，
2m と 53 +n は，3 を法として合同でないからである。 

□ 

入試問題 [2006 京都大学] 

2 以上の自然数nに対し，nと 22 +n がともに素数となるのは， 3=n の場合に限ることを示

せ。 

 

平方剰余とピタゴラス数 

222 cba =+ を満たす自然数の組 cba ,, を，ピタゴラス数という。 
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zyx ,, を整数として， 222 zyx =+ が成り立つとき，次の補題 1，2，3 が成り立つ。 

補題 1 

yx, の少なくとも 1 つは偶数である。 

証明 

mod 4 で考える。平方剰余を求めると 

 042,1)1(,00 222 =  

yx, が共に奇数であると仮定する。このとき， 1x ， 1y であるから 

12 x ， 12 y  

よって 222 + yx  

一方 1,02 z  

したがって， 222 zyx =+ と矛盾するから， yx, の少なくとも 1 つは偶数である。 

□ 

補題 2 

次の条件はすべて同値である。 

「 zyx ,, の最大公約数は 1 」，「 yx, は互いに素」，「 zy, は互いに素」，「 xz, は互いに素」 

証明 

「 zyx ,, の最大公約数は 1 ⇔ yx, は互いに素」を示す。 

  明らか 

  yx, の最大公約数が 1 でないと仮定すると，ある素数 p が存在して， yx, は共に p の

倍数となる。このとき，
22 yx + は p の倍数となるから， 222 zyx =+ より， 2z は p の倍数と

なる。よって， z は p の倍数となるから，p は zyx ,, の公約数である。これは， zyx ,, の最

大公約数は 1 であることと矛盾する。ゆえに， yx, の最大公約数は 1 である。 

他も同様にして，同値であることが示される。 

□ 

補題 3 

zyx ,, の最大公約数が 1 であるとき， yx, の一方は偶数，他方は奇数であり， z は奇数であ

る。 

証明 

補題 1 より yx, の少なくとも 1 つは偶数であり，補題 2 より yx, は互いに素であるから，

yx, の一方は偶数，他方は奇数である。このとき，
22 yx + は奇数であるから， 222 zyx =+

より，
2z は奇数。よって， z は奇数である。 

□ 

命題 zyx ,, を整数として， 222 zyx =+ 満たすとき，次が成り立つ。 

(1) yx, の少なくとも 1 つは 3 の倍数である。 



25 

 

(2) yx, の少なくとも 1 つは 4 の倍数である。 

(3) zyx ,, の少なくとも 1 つは 5 の倍数である。 

証明 

(1) mod 3 で考える。 

 1)1(,00 22   

yx, が共に 3 の倍数でないと仮定すると， 12 x ， 12 y であるから 

 222 + yx  

一方 1,02 z  

したがって， 222 zyx =+ と矛盾する。 

よって， yx, の少なくとも 1 つは 3 の倍数である。 

(2) zyx ,, の最大公約数が 1 であるときに示せば十分である。このとき，補題 3 により， yx,

の一方は偶数，他方は奇数であり， z は奇数である。 

x が偶数， y が奇数であるとし，mod 8 で考える。 

x が 4 の倍数でないと仮定する。すると， 2x であるから 

4)2( 22 x  

また， y は奇数であるから， 3,1 y であり， 19)3(,1)1( 22   より 

12 y  

よって 522 + yx  

一方， z は奇数であるから， 3,1 z より 12 z  

したがって， 222 zyx =+ と矛盾するから， x は 4 の倍数である。 

(3) mod 5 で考えると 

 4)2(,1)1(,00 222   

zyx ,, のすべてが 5 の倍数でないと仮定する。 

 4,12 x  かつ 4,12 y  より 

3,2,022 + yx  

一方 4,12 z  

したがって， 222 zyx =+ と矛盾する。 

よって， zyx ,, の少なくとも 1 つは 5 の倍数である。 

□ 

入試問題 [1990 一橋大学] 

直角三角形の 3 辺の長さがすべて整数のとき，面積は 2 の整数倍であることを示せ。 

 

入試問題 [静岡大学] 

次の問に答えよ。 
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(1) p を 2 と異なる素数とする。 222 pnm += を満たす自然数の組 ),( nm がただ 1 組存在す

ることを証明せよ。 

(2) 
222 12+= nm を満たす自然数の組 ),( nm をすべて求めよ。 

 

フェルマーの最終定理 

「3 以上の自然数nについて， nnn zyx =+  となる自然数 ),,( zyx の組は存在しない。」 

というのはフェルマーの最終定理として有名である。フェルマーは「この定理に関して，私

は真に驚くべき証明を見つけたが，この余白はそれを書くには狭すぎる。」と書き残したが，

多くの数学者の努力にも関わらず一般には証明されなかった。ところが，360 年後の 1995 年

にアンドリュー・ワイルズによって完全に証明された。 

 

入試問題 [1999 早稲田大学] 

次の問に答えよ。 

(1) 22 bababa +−+ ≧ をみたす正の整数の組 ),( ba をすべて求めよ。 

(2) 333 pba =+ をみたす素数 p と正の整数 ba, は存在しないことを示せ。 

 

完全数とメルセンヌ素数の関係 

正の整数n について，正の約数の総和を )(nS とする。 nnS 2)( = となるとき，n を完全数

という。 

例えば， 7228 2 =  の約数の総和は 

28256)71()221( 2 ==+++  

であるから，28 は完全数である。奇数の完全数は発見されていない。 

 

例 )(, qpqp  を素数として， pqn = が完全数となるような，n の値を求めてみよう。 

1)()( +++== qppqpqSnS  

であるから， nnS 2)( = より 

pqqppq 21=+++  すなわち 1=−− qppq  

変形して  

2)1)(1( =−− qp  

ここで， qp ≦2 であるから， 1,1 −− qp は正の整数で， 11 −− qp であるから， 

21,11 =−=− qp  よって 3,2 == qp  

したがって 6== pqn  

 

N を正の整数として， 12 −N
の形の数をメルセンヌ数といい，素数のメルセンヌ数をメル
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センヌ素数という。 

 

命題 12 −N
が素数であるならば，N は素数である。（逆は成り立たない） 

証明 1=N のときは， 12 −N
は素数でないから，N ≧2 のときを考える。 

N が素数でないと仮定すると， ba, を 2 以上の整数として， abN = と表される。 

このとき 

 }1)2()2){(12(1)2(1212 21 +++−=−=−=− −− babaabaabN
 

ba, は 2 以上の整数であるから， 112 −a ， 11)2()2( 21 +++ −− baba
 

これは， 12 −N
が素数であることと矛盾する。ゆえに，N は素数である。 

□ 

任意の正の整数n は， rppp ,,, 21  を素数として rn

r

nn
pppn = 21

21
と表されるから 

 )1()1()1()( 21

2211
rn

rr

nn
ppppppnS +++++++++=   

これより， ba, が互いに素であるとき， )()()( bSaSabS = が成り立つ。 

 

命題 12 −N
が素数であるような正の整数 N に対し， )12(2 1 −− NN は完全数である。 

証明 (1) 12 −N
は素数であるから， 12 −N と 12 −N

は互いに素である。 

 12
12

12
2221)2( 121 −=

−

−
=++++= −− N

N
NNS   

 
NNNS 2)12(1)12( =−+=−  

よって 

 ( ) )12(222)12()12()2()12(2 111 −=−=−=− −−− NNNNNNNN SSS  

したがって， )12(2 1 −− NN は完全数である。 

□ 

逆に，偶数の完全数は， 12 −N
が素数であるような正の整数N を用いて， )12(2 1 −− NN の

形で表されることが知られている。（オイラーが証明した） 

12 −N
が素数であるN の値は，次のものが発見されている。 

2，3，5，7，13，17，19，31，61，89，107，127，521，607，1279，……，74207281 

人類が発見した最大の素数は，2016 年 3 月現在で，メルセンヌ素数 1274207281−  である。 

 

入試問題 [お茶の水女子大学] 

正の整数nに対しnの正の約数のすべての和を )(nS とおく。ただし，1 とnも約数とす

る。 
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(1) 素数 p ，正の整数aに対し， apn = とおく。 )(nS を p と で表せ。 

(2) 相異なる素数 qp, ，正の整数 ba, に対し， apn = ， bqm = とおく。このとき

)()()( mSnSmnS = が成立することを証明せよ。 

(3) 正の整数aについて 12 −a が素数とする。このとき， )12(2 1 −= − aan とおくと，

nnS 2)( =  

 

フェルマー数 

122 +
n

（nは負でない整数）の形の整数をフェルマー数といい，これが素数であるとき，

フェルマー素数という。n番目のフェルマー数を nF と記すことにする。このとき 

3121

0 =+=F ， 5122

1 =+=F ， 17124

2 =+=F ， 257128

3 =+=F ，

655371216

4 =+=F  

4,3,2,1=n のとき， nF は素数であることが知られている。 

 670041764142949672971232

5 ==+=F  

と因数分解できることを，オイラーが示した。 

40 ~ FF 以外のフェルマー素数が存在する可能性は低いと考えられている。(未解決問題) 

nF が素数であるとき，正 nF 角形は作図可能であることが知られている。 

 

入試問題 [千葉大学] 

ba, は 2 以上の整数とする。 

(1) 1−ba が素数ならば， 2=a であり，b は素数であることを証明せよ。 

(2) 1+ba が素数ならば，
cb 2= （cは整数）と表せることを証明せよ。 

□ 

連続する整数の積 

!

)1()2)(1(

r

rnnnn
C rn

+−−−
=


が整数であることより， )1()2)(1( +−−− rnnnn 

は !r で割り切れる。一般に，連続する r 個の整数の積は !r で割り切れる。 

 

例 nが奇数のとき，𝑛3 − 𝑛 が 24 の倍数であることを証明してみよう。 

nが奇数のとき，整数 kを用いて n＝2k＋1 と表される。したがって 

𝑛3 − 𝑛 = (2𝑘 + 1)3 − (2𝑘 + 1) = 8𝑘3 + 12𝑘2 + 4𝑘 = 4(2𝑘3 + 3𝑘2 + 𝑘) 

ここで， 

a
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2𝑘3 + 3𝑘2 + 𝑘 = 2(𝑘3 − 𝑘) + 3𝑘2 + 3𝑘 = 2(𝑘 − 1)𝑘(𝑘 + 1) + 3𝑘(𝑘 + 1) 

(𝑘 − 1)𝑘(𝑘 + 1)は連続する 3 個の整数の積であるから 3 の倍数，𝑘(𝑘 + 1)は連続する 2 個の

整数の積であるから 2 の倍数である。よって，2(𝑘 − 1)𝑘(𝑘 + 1) + 3𝑘(𝑘 + 1)は 6 の倍数で

あるから，2𝑘3 + 3𝑘 + 4 は 6 の倍数である。したがって，𝑛3 − 𝑛 は 24 の倍数である。 

 

入試問題 [北海道教育大学] 

整数nに対して， nnn +− 23 32  は 6 の倍数であることを示せ。 

 

エジプト分数 

分子が 1 である分数を単位分数と呼ぶ。エジプト分数とは，有理数をいくつかの異なる単位

分数の和に表したもの，または，その方式をいう。ヨーロッパでは中世まで広く使われてい

たようである。例えば，今日では
5

2
と表す分数を

15

1

3

1
+ と表した。また，

5

3
は単位分数の和

として 
5

1

5

1

5

1
++ と表せるが，エジプト分数では同じ単位分数を繰り返し用いることなく，

10

1

2

1
+ のように表す。6 個のパンを 10 人で分けるとき，1 人分は 

10

1

2

1

5

3
+= 個である。6

個のパンをそれぞれ 5 等分して 3 切れずつ取るよりも，5 個を 2 等分して 1 切れずつ取り，

残りの 1 個を 10 等分する方が簡明である。 

 

命題 任意の 1 より小さい正の有理数はエジプト分数で表される。 

証明（有理数に対して，それ以下の最大の単位分数を繰り返し取る算法で，強欲算法という） 

1 より小さい正の有理数
y

x
に対して 

rxqy −= ， xr ≦0  

となる，整数 rq, を求めると 

 
yq

r

qyq

ry

yq

xq

y

x
+=

+
==

1
  これにおいて，

qyq

r 1
0 ≦  

このとき， xr ≦0 であるから， 0r の場合は，
yq

r
に対して上記の操作を繰り返せば，遂

には 0=r となる。 

□ 

1 以上の正の有理数
y

x
は，前処理として， −−−−

4

1

3

1

2

1

y

x
と引いていき，負になる直前
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でこの処理をやめ，その後上記の命題の操作を行えば，エジプト分数で表すことができる。

また，1 つの有理数をエジプト分数で表すとき，その表し方が無数にあることは，恒等式 

)1(

1

1

11

+
+

+
=

nnnn
 から分かる。 

 

例題 p を素数とする。 yx, に関する方程式 

pyx

111
=+  

を満たす正の整数の組 ),( yx をすべて求めよ。[2009 お茶の水女子大学] 

解 

与えられた等式より 

pxy

yx 1
=

+
 

0)( =+− yxpxy  

2))(( ppypx =−−  

ここで 
pyxx

1111
=+  であるから， 0− px ，同様にして， 0− py  

p は素数であるから， 

),(),1,(),,1(),( 22 pppppypx =−−  

ゆえに， 

 )2,2(),1,(),,1(),( 22 ppppppppyx ++++=  

□ 

入試問題 [1997 東京工業大学] 

次の問いに答えよ。 

(1) 
2

111
=+

yx
を満たす自然数 yx, の組 ),( yx をすべて求めよ。 

(2) n を自然数， r を正の有理数とする。このとき r
x

n

k k

=
=1

1
をみたす自然数 kx の組 

),,( 1 nxx  の個数は有限であることを示せ。 

 

ペル方程式 

nを平方数でない自然数として，整数 yx, についての次の形の不定方程式を，ペル方程式 

という。 
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 122 =− nyx  

ただし，ペル自身は，この方程式とは無関係で，オイラーがこの方程式を研究したのはペル

であると誤解してペル方程式と名付けたため，そう呼ばれ続けているそうである。 

方程式 122 =−nyx  だけをペル方程式ということもある。方程式 122 =−nyx は，自明な

解 )0,1( == yx  以外の解を必ず持つことが知られている。 

ペル方程式は，数学の色々な所で現れる。例えば，三角数にも四角数にもなる数を求めるに

は， 2

2

)1(
n

mm
=

+
を解けばよいが，変形すると 1)2(2)12( 22 =−+ nm  となり， 

ynxm ==+ 2,12 おくと，方程式 12 22 =− yx  が得られる。 

 

例題 [1985 東京工業大学] 

 二つの条件 

(ⅰ) 12 22 =− ba  または 12 22 −=− ba  (ⅱ) 02 +ba  

をみたす任意の整数 ba, から得られる実数 2bag += 全体の集合をG とする。 

1 より大きいG の元のうち最小のものをuとする。 

(1) uを求めよ。 

(2) 整数nとG の元 g に対し， ngu はG の元であることを示せ。 

(3) G の任意の元 g は適当な整数mによって， mug = と書かれることを示せ。 

 

解答 (1) 2bau += とおく。 

12 22 =− ba  または 12 22 −=− ba であるから， 

12 22 =− ba  よって 122 =−+ baba  

12 +ba であるから， 12 −ba  すなわち 121 −− ba  

12 +ba ， 12 −−ba  より 0a  

12 +ba ， 12 −+− ba より 0b  

したがって， 0,0  ba であるから， 1,1 ≧≧ ba 。よって， 212 ++= ≧bau  

1121 22 −=− より， G+ 21 であり，uは 1 より大きいG の元のうち最小のものである

から， 1,1 == ba  で， 21+=u  
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(2) まず，G の任意の 2 元 2111 bag += ， 2222 bag += に対して， Ggg 21
を示す。 

2)()2()2)(2( 21212121221121 abbabbaababagg +++=++=  

であり 

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2121

2

2121 224)(2)2( abbabbaaabbabbaa −−+=+−+  

   )2)(2(
2

2

2

2

2

1

2

1 baba −−=  

ここで， 12
2

1

2

1 =− ba または 12
2

1

2

1 −=− ba ， 12
2

2

2

2 =− ba または 12
2

2

2

2 −=− ba  

であるから 1)2)(2(
2

2

2

2

2

1

2

1 =−− baba  または 1)2)(2(
2

2

2

2

2

1

2

1 −=−− baba  

ゆえに， Ggg 21
である。 

これを繰り返し用いると，nが負でない整数のとき， Ggun  が得られる。 

また， 21
21

11 +−=
+

=−u であり， 112)1( 22 −=−− であるから， Gu −1
 

したがって，nが正の整数のとき， ( ) Gug
n
−1 であるから， Ggu n −

 

以上より，任意の整数nに対し， Ggun   

(3) 1u であるから，整数nが増加すれば， nu は増加し， 0lim,lim ==
−→→

n

n

n

n
uu である。

任意の Gg は 0g であるから， 1+ mm ugu ≦ となる整数mが存在する。 

3 辺を， mu で割って， ugu m −≦1  

ここで，(2)より Ggu m − であり， mgu−1 と仮定するとuの最小性に反するから， 1=−mgu  

ゆえに，
mug =  

 

入試問題 [2015 早稲田大学] 

整数 yx, が 12 22 =− yx  をみたすとき，次の問いに答えよ。 

(1) 整数 vuba ,,, が 2)2)(2( vuyxba +=++ をみたすとき， vu, を yxba ,,, で表せ。

さらに， 12 22 =− ba のとき，
22 2vu − の値を求めよ。ともに答のみでよい。 

(2) 22321 ++ ≦yx のとき， 2,3 == yx となることを示せ。 
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(3) 自然数nに対して，( ) ( )nn

yx 2232223
1

+++
−

≦ のとき， ( )nyx 2232 +=+ を

示せ。 

註 例えば， ( ) 262)182(21217223
2

++=+=+ より， 6,8 == nm は方程式 

2

2

)1(
n

mm
=

+
の整数解である。  
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入試総合問題 

[2018 京都大学] 

973 +− nn が素数となるような整数nをすべて求めよ。 

 

[2018 東京工業大学] 

(1) 35x＋91y＋65z＝3 を満たす整数の組(x，y，z)を 1 組求めよ。 

(2) 35x＋91y＋65z＝3 を満たす整数の組(x，y，z)の中で x2＋y2の値が最小となるもの，および

その最小値を求めよ。 

 

[2018 一橋大学] 

正の整数nの各位の数の和を )(nS で表す。たとえば 

 12615)516(,101)10(,3)3( =++==+== SSS  

である。 

(1) 10000≧n のとき， 2018)(30 + nSn を示せ。 

(2) 2018)(30 += nSn を満たすnを求めよ。 

 

[2018 東京大学 理系] 

数列 ,, 21 aa  を ),2,1(
!

12 == + n
n

C
a nn

n  で定める。 

(1) 2≧n とする。
1−n

n

a

a
を既約分数

n

n

p

q
として表したときの分母 1≧np と分子 nq を求めよ。 

(2) na が整数となる 1≧n をすべて求めよ。 

 

[センター試験試作問題] 

和が 600，最小公倍数が 5772 である 2 つの自然数 )(, baba  がある。 

ba, の最大公約数をG とし， GbbGaa == , とすると， ba , の最大公約数は  である。

また， 5772,600 ==+ GbaGbGa である。ここで，600，5772 を素因数分解すると 

 
23 532600 =  

 371325772 =  

であるから =G   である。したがって， =a   ， =b   である。 

このとき， nbmaG += を満たす整数 nm, の組のうち， m が正で最小であるものは，
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=m   ， =n   である。 

 

[2016 東京工業大学] 

nを 2以上の自然数とする。 

(1) nが素数または 4のとき， )!1( −n はnで割り切れないことを示せ。 

(2) nが素数でなくかつ 4でもないとき， )!1( −n はnで割り切れることを示せ。 

 

[2016 京都大学] 

素数 qp, を用いて pq qp + と表される素数をすべて求めよ。 

 

[2014 一橋大学] 

8−−ba と 8−− cb が素数となるような素数の組 ),,( cba をすべて求めよ。 

 

[2015 東京大学] 

m を 2015 以下の正の整数とする。 mC2015 が偶数となる最小のm を求めよ。 

 

[2007 大阪府立大学] 

nは 2 以上の自然数とする。n桁の自然数m を 

   121

21 101010 aaaam n

n

n

n +++= −

−−   

と表す。ただし， )1,,2,1( −= nkak  は 0 以上 9 以下の整数であり， na は 1 以上 9 以

下の自然数とする。次の各問いに答えよ。 

(1) 
=

−−
n

k

k

k a
1

1)1(
11

1
が整数であることは m が 11 で割り切れるための必要十分条件であるこ

とを証明せよ。 

(2) 自然数 ℓ＝9876543210123456789 は 11 で割り切れるかどうか(1)を利用して判定せ

よ。 

(3) 19=n とする。自然数m は 

   9119 == aa ，   8218 == aa ，   7317 == aa ，   010 =a  

かつ 

   
kk aa =−20
 (k＝4，5，6，7，8，9 ) 

で表されているとする。ただし， 987654 ,,,,, aaaaaa は相違なる 1 以上 6 以下の自然数で

ある。このとき，自然数m のうちで 11 で割り切れるものはいくつあるか答えよ。 
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[2012 東京大学] 

nを 2 以上の整数とする。自然数（1 以上の整数）のn乗になる数をn乗数と呼ぶことにす

る。以下の問いに答えよ。 

（1）連続する 2 個の自然数の積はn乗数ではないことを示せ。 

（2）連続するn個の自然数の積はn乗数ではないことを示せ。 

 

[2016 慶應義塾大学] 

i を虚数単位とする。次の事実がある。 

事実 F 

ba, を互いに素な正の整数とする。このとき， 

 
b

i
bb

a
i

b

a
k

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos +=








+  

となる整数 k が存在する。 

(1) 等式 

 
5

2
sin

5

2
cos

5

4
sin

5

4
cos ii

k

+=







+  

を満たす最小の正の整数 k は  である。 

(2) ba, を互いに素な正の整数とし，集合 P を 

 




















+= と表される複素数を用いては整数

k

b

a
i

b

a
kzzP 

2
sin

2
cos  

で定める。事実 F を考慮すると，集合 P の要素の個数 )(Pn は  である。 

(3) 事実 F を証明しなさい。 

(4) 11, ba を互いに素な正の整数とし， 22 , ba も互いに素な正の整数としする。集合 21, QQ

を， 























+= と表される複素数を用いては整数

k

b

a
i

b

a
kzzQ 

1

1

1

1
1

2
sin

2
cos

 























+= と表される複素数を用いては整数

k

b

a
i

b

a
kzzQ 

2

2

2

2
2

2
sin

2
cos  

で定め，集合 R を 
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R＝{ z | z は集合 1Q の要素と集合 2Q の要素の積で表される複素数} 

で定める。 1b と 2b が互いに素ならば，集合 R の要素の個数 )(Rn は  である。 

1b と 2b が互いに素でないとき，それらの最大公約数をd とすれば，集合 R の要素の個数

)(Rn は  である。 

 

研究 フェルマーの小定理の別証 

補題 

p を素数とし，a を p の倍数でない整数とするとき， 

集合 })1(,,3,2,{ apaaa − は，全体として集合 }1,,3,2,1{ −p と p を法として合同である。 

証明 

ji, を 1≦i≦p－1，1≦j≦p－1 を満たす整数として 

 )(mod pjaia   

が成り立つとする。すると，a と p は互いに素であるから， 

 )(mod pji   

1≦i≦p－1，1≦j≦p－1 であるから 

 ji =  

対偶を考えると， ji  ならば， ia と ja は， p を法として合同でない。 

よって，p－1 個の整数 apaaa )1(,,3,2, − から取り出したどの 2 つも， p を法として合

同ではない。また， はどれも 0 と合同でない。 

ゆえに，集合 })1(,,3,2,{ apaaa − は，全体として集合 }1,,3,2,1{ −p と p を法として合

同である。 

□ 

フェルマーの小定理 

p を素数とし，a を p の倍数でない整数(a と p は互いに素)とするとき， 

 )(mod11 pa p −
 

証明 

補題により，集合 })1(,,3,2,{ apaaa − は，全体として集合 }1,,3,2,1{ −p と p を法とし

て合同であるから 

 )(mod)1(321)1(32 ppapaaa −−   

よって 

 )(mod1)!1()!1( 1 ppap p −− −
 

ここで，p は素数であるから， 1,,3,2,1 −p と p は互いに素である。よって， )!1( −p と p

は互いに素であるから， 

apaaa )1(,,3,2, −
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 )(mod11 pa p −
 

□ 

フェルマーの小定理は， 11 −pa の両辺にa を掛けて 

 )(mod paa p   

と表すこともある。この形では，a が p の倍数のときも成り立つ。 

 

研究 オイラーの定理 (フェルマーの小定理の拡張) 

補題 a とnは互いに素な整数であるとし， nm≦ で，n と互いに素である自然数m の集合

を },,,,{ 321 NmmmmM = とする。このとき，集合 },,,,{ 321 amamamamA N= は，全体

として集合M とn を法として合同である。 

証明 

im とn は互いに素であり，a とn は互いに素であるから， ami
とn は互いに素である。 

よって， ami
は M の要素のいずれかとn を法として合同である。…① 

また， ji, を NjNi ≦≦≦≦ 1,1 を満たす整数として 

 )(mod namam ji   

が成り立つとする。すると，a とn は互いに素であるから， 

 )(mod nmm ji   

ここで nmi 0 ， nm j 0 であるから， ji mm =  すなわち ji =  

対偶を考えると， ji  ならば， ami と am j
は，n を法として合同でない。…② 

①，②より，集合 Aは，全体として集合M とn を法として合同である。 

□ 

定理 9 (オイラーの定理) 

nを自然数，aを整数とし，a とn は互いに素であるとするとき， 

 )(mod1)( na n 
 

証明 

)(nN = とすると，補題により，集合 },,,,{ 321 Nmmmm  は，全体として 

集合 },,,,{ 321 amamamam N とn を法として合同であるから 

 )(mod321321 nmmmmamamamam NN    

よって 
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 )(mod1321321 nmmmmammmm N

N

N    

ここで， Nmmmm ,,,, 321  はそれぞれn と互いに素であるから， Nmmmm  321 とn は

互いに素である。よって 

 )(mod1 naN   すなわち )(mod1)( na n 
 

□ 

定理 10 オイラーの関数の乗法性 

1),( =nm  ならば )()()( nmmn  =  

証明 

)(),(),( mntnsmr  ===  

として， 

ruuu ,,, 21   を m,,2,1   の中でm と互いに素な整数 

svvv ,,, 21   を n,,2,1   の中でnと互いに素な整数 

twww ,,, 21   を mn,,2,1   の中でmn と互いに素な整数 

とする。ここで， 1),( =mnwk であるから， 1),( =mwk  かつ 1),( =nwk  

よって，   )(modmuw ik  ， )(mod nvw jk   

となる iu と jv が，それぞれ，ただ一つずつ存在する。 

kw の個数は t で，組 ),( ji vu の個数は sr  であるから 

srt ≦  …① 

逆に，組 ),( ji vu に対して，中国人剰余定理から 

 )(mod mux i ， )(mod nvx j  

となる xがmn を法としてただ一つ存在する。ここで， iu と jv は，それぞれ，m とnと互い

に素であるから， xはm とも nとも互いに素である。よって xはmn と互いに素である。し

たがって， kwx = となる k がただ 1つ存在するから 

srt ≧  …② 

①，②より 

srt =  すなわち )()()( nmmn  =  

□ 
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これまでのことから，次が成り立つ。 

自然数nを素因数分解し re

r

ee
pppn = 21

21  とする。このとき， 

 )()()()( 21

21
re

r

ee
pppn  =   

 )()()(
11

22

1

11
2211 −−−

−−−= rr e

r

e

r

eeee
pppppp   

 







−








−








−=

r

e

r

ee

ppp
ppp r

1
1

1
1

1
1

21

21
21   

 







−








−








−=

rppp
n

1
1

1
1

1
1

21

  

□ 

オイラーの定理と関数の乗法性から，次の公式が得られる。 

公式 qp, を異なる素数とし，a を pqと互いに素な整数とするとき， 

 )(mod1)1)(1( pqa qp −−
 

 

例題 1003 を 35 で割った余りを求めよ。 

解 35＝5×7 より， =)35(  (5－1)×(7－1)＝24 であるから， )35(mod1324   

よって， ( ) )35(mod11112358113333 444244424100 +=== +
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初等整数論の初歩 解答 

[1992 一橋大学] 

2n と 12 +n の最大公約数をd とすると，整数 lk, を用いて，次のように表される。 

kdn =2
 …① ldn =+12  …② 

①より，  kdn 4)2( 2 =  …③ 

②より，  12 −= ldn  …④ 

④を③に代入して， kdld 4)1( 2 =−  

よって   1)24( 2 =+− dldlk  

ldlk 24 2 +− は整数，d は自然数であるから， 1=d  

したがって， 2n と 12 +n は互いに素である。 

別解 nと 1+n は互いに素であるから，素因数分解の一意性により 2n と 2)1( +n は互いに素。 

したがって， 2n と 22)1( nn −+ は互いに素である。 

 

[東京女子大学] 

3 で割り切れる整数全体の集合を D とする。 

Cz ならば， 

 mylxyxz 15,9, ==+=  ( ml, は整数) 

と表されるから， 

 )53(3159 mlmlz +=+=  

よって， Dz であるから， DC   

また， Dz ならば， kz 3= （ k は整数）と表される。ここで 

 3)1(1529 =−+  

であるから，両辺を k 倍すると 

 kkk 3)(1529 =−+  

よって， )(15,29 kykx −== とおくと， ByAx  , であり， yxz += となる。 

したがって， Cz であるから， CD   

ゆえに， DC =  

 

[2016 センター試験] 

(1) 92 と 197 にユークリッドの互除法の計算を行うと 

 13292197 +=  …① 

 171392 +=  …② 

 013113 +=  

よって，92 と 197 の最大公約数は 1 である。 
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また，②より 713921 −=  …③ 

①より  29219713 −=  …④ 

④を③の右辺に代入して 

 7)292197(921 −−=  

すなわち 

 1)7(1971592 =−+  …⑤ 

よって， 7,15 −== yx  は不定方程式 

 119792 =+ yx   …⑥ 

の整数解の 1 つである。⑥－⑤より 

 0)7(197)15(92 =++− yx  

したがって 

 )7(197)15(92 −−=− yx  

92 と 197 は互いに素であるから， k を整数として 

 kx 19715 =− ， ky 927 =−−  

すなわち 

 15197 += kx ， 792 −−= ky  

と表される。 

よって， x の絶対値は 0=k のとき最小値 15=x をとる。このとき， 7−=y である。 

次に⑤の両辺を 10 倍して 

 10)70(19715092 =−+  …⑦ 

よって， 70,150 −== yx  は不定方程式 

 1019792 =+ yx   …⑧ 

の整数解の 1 つである。（特殊解） 

⑧－⑦より 

 0)70(197)150(92 =++− yx  

したがって 

 )70(197)150(92 −−=− yx  …⑨ 

92 と 197 は互いに素であるから， を整数として 

 197150 =−x ， 9270=−− y  

すなわち， 

 150197 += x ， 7092 −−= y  

と表される。 

よって， x の絶対値は， 1−= のとき最小値 47−=x をとる。このとき， 22=y である。 
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[2008 奈良県立医大] 

(1) pqxqxqx −−− ,,2,  を p で割った余りの中に，等しいものがあると仮定する。 

すなわち， ji, を pji ≦≦ 1 を満たす整数とし， iqx − と jqx − を p で割った商をそれぞ

れ
ji kk , 余りを共に r とする。すると 

 rpkiqx i +=− …①， rpkjqx j +=− …② 

と表されるから，①－②より 

 )()( ji qqpqij −=−  …③ 

qp, は互いに素であるから，③より ij − は p の倍数である。 

ところが， pji ≦≦ 1 より 11 −− pij ≦≦ であるから， ij − は p の倍数とは成らない。

よって，矛盾する。 

ゆえに， pqxqxqx −−− ,,2,  を p で割った余りは全て異なる。 

(2) (1)より p 個の異なる数 pqxqxqx −−− ,,2,  を p で割った余りは全て異なり，余り

は 0 から 1−p までの p 種類しかないから， pqxqxqx −−− ,,2,  を p で割った余りの

中に 0 となるものがある。それを bqx −  )1( pb≦≦ とすると，a を整数として， 

 apbqx =−  よって bqapx +=  

ここで， pb≦≦1 より 0−−= pqxbqxap ≧ であるから， 0a  

すなわち，正の整数 ba, を用いて， bqapx += と表される。 

 

[2004 早稲田大学] 

4,1=n は素数でない。 

2=n のとき，3 数は 2，4，6 となるので，すべてが素数とはならない。 

よって， 5≧n とし，n が素数であると仮定する。 

n が素数となるのは，3 の倍数でないときであるから，2 以上の自然数 k を用いて 13 −= kn

または 13 += kn と表される。 

13 −= kn のとき 

 )1(3334 +=+=+ kkn であり， 2≧k であるから， 9)1(3 ≧+k  

 よって， 4+n は素数ではない。 

13 += kn のとき 

 )1(3332 +=+=+ kkn であり， 2≧k であるから， 9)1(3 ≧+k  

 よって， 2+n は素数ではない。 

以上より， 4,2, ++ nnn がすべて素数であるのは 3=n の場合の 3，5，7 だけである。 
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[九州大学] 

2a と 2b が互いに素でないと仮定すると， 2a と 2b は共通な素因数 p を持つ。このとき， 

2a は p の倍数であるから，a は p の倍数である。 

2b は p の倍数であるから，b は p の倍数である。 

これは， a とb が互いに素であることに矛盾する。 

ゆえに， 2a と 2b は互いに素である。 

 

[2005 東京大学] 

)1(2 −=− aaaa  ， 625165210000 44 ==  

)1( −aa は 10000 の倍数であり，a と 1−a は互いに素で，a は奇数， 1−a は偶数で， 

3≦a≦9999 であるから，奇数 k と整数 l を用いて， 

laka 161,625 =−=  

と表される。よって 

116625 =− lk  …① 

ここで， 13916625 += であるから，（ユークリッドの互除法） 

1)39(161625 =−−  …② 

①－②より 

0)39(16)1(625 =+−− lk  すなわち )39(16)1(625 +=− lk  

625 と 16 は互いに素であるから，整数m を用いて mk 161=− と表される。 

よって， 116 += mk であるから， 

62510000)116(625 +=+= mma  

99993 ≦≦a であるから， 0=m であり， 625=a  

 

[1999 一橋大学] 

(1) 
rqp

111
=+  より 

rpq

pq 1
=

+
 よって rqppq )( +=  …① 

ここで，整数 ba, の最大公約数を ),( ba で表すことにして，互除法の原理を用いる。すると

qp, は異なる素数であるから 

1),(),(),( ==−+=+ pqppqppqp  

1),(),(),( ==−+=+ qpqqqpqqp  

よって，①より r は p の倍数かつq の倍数である。 

したがって， r は pqの倍数であるから k を整数として， kpqr = と置ける。 

これを①に代入して 

kpqqppq )( +=  



45 

 

よって 

kqp )(1 +=  

qp, は素数で， qp  であるから， 532 =++ ≧qp 。したがって，この式は矛盾する。 

ゆえに，
rqp

111
=+ を満たす整数 r は存在しない。 

(2) 
rqp

111
=−  より 

rpq

pq 1
=

−
 よって rpqpq )( −=  …② 

qp, は異なる素数であるから 

1),(),(),( ==+−=− pqpppqppq  

1),(),(),( =−=−−=− qpqqpqqpq  

よって，②より r は p の倍数かつq の倍数である。 

したがって， r は pqの倍数であるから k を整数として， kpqr =  …③と置ける。 

これを②に代入して 

kpqpqpq )( −=  よって kpq )(1 −=  

ここで， pq − は正の整数， k は整数であるから， 1=− pq  

したがって， 1+= pq  

これより， qp, の１つは偶数である。 

ここで， pq, は素数であり， pq  であるから， 3,2 == qp  

このとき，②より 6=r である。 

したがって，
rqp

111
=− を満たす整数 r が存在するのは， 3,2 == qp のときに限る。 

 

[千葉大学] 

(1) 5 以上の自然数は，自然数n を用いて 

 46,36,26,16,6,16 ++++− nnnnnn  

のいずれかの形に表される。ここで 

 )33(326 ≧nnn =  

 4)13()13(226 ≧++=+ nnn  

 3)12()12(336 ≧++=+ nnn  

 3)12()23(246 ≧++=+ nnn  

であるから，これらは素数でない。 

ゆえに，5 以上の素数は，ある自然数n を用いて 16 +n または 16 −n の形に表される。 

(2) 16 −N は奇数であるから，2 を素因数にもたない。 

また， 16 −N は 3 で割り切れないから，3 を素因数にもたない。 
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したがって， 16 −N の素因数は 5 以上であるから， 16 −N の素因数はすべて，自然数n を用

いて 16 +n または 16 −n の形に表される。 

こ こ で ， 16 −N の 素 因 数 の す べ て が 16 +n の 形 で あ る と 仮 定 し ， 素 因 数 を

),,3,2,1(16 mknk =+  

とすると 

 )16()16)(16(16 21 +++=− mnnnN   

このとき，左辺は 6 で割ると 5 余り，右辺は 6 で割ると 1 余るから矛盾する。 

ゆえに， 16 −N の素因数の少なくとも 1 つは 16 −n の形であるから， 16 −N は 16 −n の形で

表される素数を約数にもつ。 

(3) 16 −n の形の素数が有限個だけしか存在しないと仮定し，それらを小さい順に

p,,11,5  とする。 

このとき， 

 1)115(6 −= pM   

とおくと，M は 16 −N の形に表されるから，(2)より 16 −n の形の素数q を約数にもつ。 

ところが，M は，5，11，…， p のいずれでも割り切れないから，q は 5，11，…， p のい

ずれとも異なる。これは， 16 −n の形の素数が 5，11，…， p だけであるという仮定と矛盾

する。 

ゆえに， 16 −n の形の素数は無限に多く存在する。 

 

[2009 京都大学] 

1 から np までの自然数のうち， kp （ nk ,,3,2,1 = ）で割り切れるものは 

 
kknkk pppp  −,,2,1   

の
knp −
個ある。よって， )!( np は p で

=

−
n

k

knp
1

回割り切れる。ここで 

1

1

1

1

1 −

−
==

=

−

=

−

p

p
pp

nn

k

k
n

k

kn
 

であるから， )!( np は p で
1

1

−

−

p

pn

回割り切れる。 

 

[2009 一橋大学] 

3333 101 +=+ nm  より 99933 =− nm  

よって 373))(( 322 =++− nmnmnm  

これより， 0−nm である。ここで anm =− とおくと，aは自然数であり 
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222222 33)()( aannnnnananmnm ++=++++=++  

aが 3 の倍数のとき， 22 33 aann ++ は 3 の倍数であり，aが 3 の倍数でないとき， 

22 33 aann ++ は 3 の倍数でない。 

373)33( 322 =++ aanna  

であるから 
22 33, aanna ++ はともに 3 の倍数である。 

よって， 

)373,3(),373,3()33,( 2222 =++ aanna  

3=a のとき 

 33333 22 =++ aann  

 010832 =−+ nn  

 0)9)(12( =−+ nn  

2≧n より 9=n  

3=−nm より， 12=m  

9=a のとき 

 11133 22 =++ aann  

 01092 =−+ nn  

 0)10)(1( =+− nn  

2≧n より，解はない。 

以上より， 12=m ， 9=n  

 

[1995 京都大学] 

7 を法とする合同(mod 7)で考える。 

(1) 
7n が n と合同であることを示せばよい。 

 以下，複合同順とする。 

  自然数 n は 0，±1，±2，±3 のいずれかと合同である。 

 0n  のとき， 00077 n  

 1n  のとき， nn  1)1( 77
 

 2n  のとき，   nn  221282)2()2( 222377
 

 3n  のとき，   nn  3313832393)3()3( 333277
 

したがって， ( ) nnf 7
 

別解 )1)(1)(1)(1()1)(1()1( 223367 +++−−+=−+=−=− nnnnnnnnnnnnnn  

この式の因数のうちの 1 つが 7 の倍数となることを示せばよい。 
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(2) 16,25,34 −−− であるから， 

nnnnnn

k

nk 654321
7

1

+++++
=

nnnnnn )1()2()3(321 −+−+−+++  

nが奇数のとき 

0123321)1()2()3(321 =−−−++−+−+−+++ nnnnnnnnnnnn
 

nが偶数のとき 

nnnnnnnnnnnn 123321)1()2()3(321 +++++−+−+−+++ )321(2 nnn ++=  

  2=n のとき 

002142)321(2)321(2 222 ==++=++ nnn
 

  4=n のとき 

0772982)321(2)321(2 2444 ==++=++ nnn
 

  6=n のとき 

620)211(2)981(2)321(2)321(2 3232666 =++++=++=++ nnn
 

よって， 6=n のとき 

6
7

1


=k

nk  であるから 18633)(
7

1

==







= 

=k

nkfng  

好きな自然数nを 6 と決めますので 18 点下さい。 

 

なお，(1)より )7,,2,1(1716 === −−+ kkkkkkk nnnn であるから， )()6( ngng =+ が

成り立ち， )(ng の値は周期 6 で繰り返されるため， 8≧n を考慮する必要はない。 

 

[2001 京都大学] 

9mod で考える。 

)1)(1()1( 3336339 −+=−=− nnnnnnn  

0n  のとき 0033 =n  

1n  のとき 0111 33 =−−n  

2n  のとき 091813 =++n  

3n  のとき 039273 =n  

4n  のとき 0796316413 ==−−n  

よって， 4,3,2,1,0=n のときは， 0)1)(1( 333 −+ nnn となるから， 039 −nn である。 

次に，
39)( nnnf −= とおくと， )()( nfnf −=− が成り立つ。 

4,3,2,1n のとき， 0)( nf であるから， 0)()( −=− nfnf  

したがって， 4,3,2,1 −−−−n のとき， 0)( nf となる。 

任意の整数は 4,3,2,1,0,1,2,3,4 −−−−=n  のいずれかと 9 を法として合同であるから，
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任意の整数n に対し， 39 nn − は 9 で割り切れる。 

註 は 504 で割り切れる。 

 

[2017 センター試験追試改作] 

(1) 不定方程式  

289612161321 +=+=+ zyx  

の整数解 zyx ,, を求めるには，2 つの不定方程式 

12161321 +=+ yx  ……① 

28961216 +=+ zy  ……② 

の共通の整数解を求めればよい。 

①より， 11621 =+− yx  …③ 

21 と 16 にユークリッドの互除法の計算を行うと 

 511621 +=  …④ 

 13516 +=  …⑤ 

よって，21 と 16 の最大公約数は 1 である。 

④より 116215 −=  

これを⑤に代入して 

13)11621(16 +−=  

すなわち 

1416321 =+−  …⑥ 

③－⑥より 

0)4(16)3(21 =−+−− yx  

)4(16)3(21 −=− yx  

21 と 16 は互いに素であるから，③すなわち①のすべての解は s を整数として 

sysx 214,163 +=+=  

と表される。次にこれらのうち，②を満たすものを求める。 

②に sy 214+= を代入すると， 

172 =− sz   ……⑦ 

となる。 

1327 += であるから，⑦の整数解 sz, のうちの 1 組は， 1,3 −=−= sz  であり，⑦は 

)1(7)3(2 +=+ sz  ……⑧ 

と変形できる。2 と 7 は互いに素であるから，⑧すなわち⑦のすべての解は t を実数として 

tstz 21,73 +−=+−=  

と表される。よって，①，②の共通解は 

39 nn −
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tztytx 73,4217,3213 +−=+−=+−=  

である。 

(2) 自然数nは，21 で割ると 13 余り，16 で割ると 12 余り，96 で割ると 28 余るから，

zyx ,, をそれぞれの商とすると， 

289612161321 +=+=+= zyxn  

を満たす。よって，(1)より 

26067228)73(962896 −=++−=+= ttzn  

であるから，このようなnのうち最小のものは 412260672 =− である。 

 

[1981 立教大学] 

cba 152170 ++ を 105 で割った商をq 余りを r とすると 

 qcbar 105152170 −++=  

と表される。 

acbacbacba +++=+++=++ )5723(35373)1233(152170  

bcbacbacba +++=+++=++ )3414(535)145(145152170  

ccbacbacba +++=+++=++ )2310(75)127(37107152170  

また， qq 753105 = であるから， r を 3 で割った余りはa ， r を 5 で割った余りはb ， r

を 7 で割った余りはc である。 

よって， rn − は 3，5，7 のいずれでも割り切れる。 

ここで，3，5，7 はどの 2 つも互いに素であるから， rn − は 3･5･7＝105 で割り切れる。 

また，0≦n ＜105 かつ 0≦ r ＜105 であるから，－105＜ rn − ＜105 

したがって， 0=− rn すなわち rn =  

ゆえに，n は cba 152170 ++ を 105 で割った余りに等しい。 

 

入試問題 [2005 早稲田大学] 

(1) 
2

)1(
2

−
=

mm
Cm より，

2

12 −
=

m

m

Cm  

これが整数である必要十分条件は 1−m が偶数，すなわち，m が奇数であることである。 

(2) 
1)2)(1(

)1()2)(1(

−−

+−−−
=





kkk

kpppp
Ckp  

より 

)1()2)(1(}1)2)(1({ +−−−=−− kppppkkkCkp   …① 

ここで， pk  であり， p は素数であるから 1,,2,1, −− kkk と p は互いに素である。  
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よって， 1)2)(1( −− kkk と p は互いに素であるから①より
kp C は p で割り切れる。 

別解 1≧k より 11
)}!1()1{()!1(

)!1(

)!(!

!
−−=

−−−−

−
=

−
= kpkp C

k

p

kpk

p

k

p

kpk

p
C  

であるから 

 
11 −−= kpkp CpCk  

ここで， pk  であり， p は素数であるから， p と k は互いに素である。 

よって，
kpC は p で割り切れる。 

(3) 1)1(
1

10

++==+ 
−

=

−

=

−
p

k

kp

kp

p
p

k

kp

kp

p nCnnCn  

であるから 

 
−

=

−=−−+
1

1

1)1(
p

k

kp

kp

pp nCnn  

ここで，(2)より )1,,3,2,1( −= pkCkp  は p の倍数であるから 1)1( −−+ pp nn は p で

割り切れる。 

 

[1977 京都大学] 

(Ⅰ) 1=n のとき， 0=− nn p であるから命題は成り立つ。 

(Ⅱ) kn = のとき命題が成り立つと仮定すると， kk p − は で割り切れる。 

このとき， 

 )1()1()1(
0

+−+−+ −

=

 kkCkk ip
p

i

ip

p
 

 )1(1
1

1

+−++= 
−

=

− kkCk
p

i

ip

ip

p
 

 kkkC p
p

i

ip

ip −+=
−

=

−
1

1

 

ここで，早稲田大学の問題の(2)により， ip C は p で割り切れるから，
−

=

−
1

1

p

i

ip

ip kC は で割

り切れ，また，仮定により kk p − は で割り切れる。 

p

p

p
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よって， kkkC p
p

i

ip

ip −+
−

=

−
1

1

は で割り切れるから， )1()1( +−+ kk p
は で割り切れる。 

したがって， 1+= kn のときも命題は成り立つ。 

(Ⅰ)，(Ⅱ)より，すべての自然数n について，命題は成り立つ。 

 

[2005 早稲田大学] 

(1) 77＝7×11 であり，7，11 は素数であるから，77 以下の自然数で 7 の倍数の集合を

A，11 の倍数の集合を B とすると，77 との最大公約数が 1 でない自然数の個数は 

 )()()( BAnBnAn −+  

である。 

 1)(,7
11

77
)(,11

7

77
)( ===== BAnBnAn  

であるから， 

 171711)()()( =−+=−+ BAnBnAn  

よって， 601777)}()()({77)77( =−=−+−= BAnBnAnf  

(2) pq以下の自然数で p の倍数の集合を A，q の倍数の集合を B とすると， pqとの最大

公約数が 1 でない自然数の個数は 

 1)()()( −+=−+ qpBAnBnAn  

よって， 

 )1)(1(1)1()( −−=+−−=−+−= qpqppqqppqpqf  

24)( =pqf であるから 

 24)1)(1( =−− qp  

qp 0 より 

 )6,4(),8,3(),12,2(),24,1()1,1( =−− qp  

よって 

 )7,5(),9,4(),13,3(),25,2(),( =qp  

qp, は素数であるから 

 )7,5(),13,3(),( =qp  

(3) 
nk32 以下の自然数で 2 の倍数の集合を A，3 の倍数の集合を B とすると，

nk32 との最

大公約数が 1 でない自然数の個数は 

 )()()( BAnBnAn −+
32

32

3

32

2

32


−+=

nknknk

 

よって 

p p
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( ) 132
3

1
1

2

1
132

6

1

3

1

2

1
132

32

32

3

32

2

32
3232 −=








−








−=








+−−=










−+−= nknknk

nknknk
nknkf

 

 

[2006 京都大学] 

3mod で考える。 

1n であるとき， 03212 22 =++n  

2n であるとき， 023222 22 =++n  

よって，n が 3 の倍数でないとき， 22 +n は 3 の倍数であり， 622 ≧+n であるから，

22 +n は素数でない。 

n が 3 の倍数のとき， 

 4≧n のとき，n は素数ではない。 

 3=n のとき， 1122 =+n となるから，n と 22 +n はともに素数である。 

以上より，n と 22 +n がともに素数となるのは， 3=n の場合に限る。 

別解 

nnnnnnnnnnn 3)1()1(32)2( 332 ++−=+−=+=+  

ここで， )1()1( +− nnn が連続する 3 整数の積であるから 3 の倍数である。よって，

nnnn 3)1()1( ++− は 3 の倍数であるから， )2( 2 +nn は 3 の倍数である。 

したがって， 2, 2 +nn の少なくとも 1 つは 3 の倍数であるから， 4≧n のときは，

2, 2 +nn の少なくとも 1 つは素数でない。 

3=n のとき， 1122 =+n となるから，n と 22 +n はともに素数である。 

以上より，n と 22 +n がともに素数となるのは， 3=n の場合に限る。 

 

[1990 一橋大学] 

直角三角形の 3 辺の長さを cba ,, ( cは斜辺の長さ)とし，面積を S とすると， abS
2

1
= であ

るから，abが 4 の倍数であることを示せばよい。 

また，三平方の定理により， 222 cba =+ が成り立つ。 

(ⅰ) ba, がともに偶数のとき，abは 4 の倍数である。 

(ⅱ) ba, がともに奇数のとき， 12,12 +=+= lbka （ lk, は整数）と置けて， 

2)(4)12()12( 2222222 ++++=+++=+= llkklkbac  …① 

よって，
2c は偶数であるから，cは偶数。ところが，cが偶数であるとき

2c は 4 の倍数と

なるが，これは①と矛盾する。ゆえに， ba, がともに奇数となることはない。 

(ⅲ) ba, の一方が偶数，他方がともに奇数のとき 
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aが偶数，b が奇数としても一般性は失われない。 

このとき， 22 ba + は奇数であるから， 222 cba =+ より，cは奇数。 

よって， 12,12,2 +=+== mclbka （ mlk ,, は整数）と置けて， 222 cba =+ より 

222 )12()12()2( +=++ mlk  

変形して 

)1()1(2 +−+= llmmk  

ここで， )1(),1( ++ llmm は連続した 2 つの整数の積であるから，偶数である。 

よって， 2k は偶数であるから，k は偶数である。 

したがって， )2( ka = は 4 の倍数であるから，abは 4 の倍数である。 

以上より， S は 2 の整数倍である。 

 

[静岡大学] 

(1) 
222 pnm +=  より 

222 pnm =−  であるから 

2))(( pnmnm =−+  …① 

nm, は自然数であるから， nmnm −+  

p は素数であるから，①より 

1,2 =−=+ nmpnm   

したがって 

2

1
,

2

1 22 −
=

+
=

p
n

p
m  

p は 2 と異なる素数であるから， p は奇数である。 

よって， 1,1 22 −+ pp は共に偶数であるから，
2

1
,

2

1 22 −+ pp
は共に自然数である。 

したがって，
222 pnm += を満たす自然数の組 ),( nm はただ 1 組存在する。 

(2) 
222 12+= nm  より 

222 12=−nm  であるから 
24 32))(( =−+ nmnm  …② 

また， nnmnm 2)()( =−−+ は偶数であるから， nmnm −+ , の偶奇は一致する。 

さらに，②より ))(( nmnm −+ は偶数であるから， nmnm −+ , は共に偶数である。 

nm, は自然数であるから， nmnm −+ 。よって②より， 

)6,24(),8,18(),4,36(),2,72(),( =−+ nmnm  

したがって 

 )9,15(),5,13(),16,20(),35,37(),( =nm  
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[1999 早稲田大学] 

(1)  
22 bababa +−+ ≧  …① 

より 

0)1( 22 ≦bbaba −++−  

0
4

163

2

1 22

≦
−−

+






 +
−

bbb
a  

4

163

2

1
0

22
−−

−






 +
−

bbb
a ≦≦  

よって 

 0163 2 ≦−− bb  

したがって 

 
3

323

3

323 +−
≦≦b  

23  であるから 

 
3

43

3

323

3

323

3

43 +


+−


−
≦≦b  すなわち  

3

7

3

1
− b  

b は正の整数であるから 2,1=b  

不等式①は ba, について対称であるから，同様にして 2,1=a  

よって 

 )2,2(),1,2(),2,1(),1,1(),( =ba  

これらはすべて①を満たすので，これらが求めるものである。 

(2) 
333 pba =+ より 

 
322 ))(( pbababa =+−+   

(ⅰ) 
22 bababa +−+ のとき 

 2≧ba+ であり， p は素数であるから 

 
222, pbabapba =+−=+  

よって 

 
222 )( bababa +=+−  

したがって 

 0=ab  

これは， ba, が正であることに反するから，与えられた条件を満たす ba, は存在しない。 

(ⅱ) 
22 bababa +−+ ≧ のとき 
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(1)より )2,2(),1,2(),2,1(),1,1(),( =ba  

これらを 

 
333 pba =+  

に代入すると 

 16,9,23 =p  

これを満たす素数 p は存在しないから，与えられた条件を満たす ba, は存在しない。 

 

[お茶の水女子大学] 

(1) 
apn = の正の約数は， 

 
appp ,,,,1 2   

よって 

 
1

1
1)(

1
2

−

−
=++++=

+

p

p
pppnS

a
a  

(2) 
baqpmn = の正の約数は， 

 
appp ,,,,1 2   

 qpqppqq a,,,, 2   

 
22222 ,,,, qpqppqq a  

  …… 

 
babbb qpqppqq ,,,, 2   

よって 

 
apppmnS ++++= 21)(  

  qpqppqq a+++++ 2
 

  
22222 qpqppqq a+++++   

    …… 

  
babbb qpqppqq +++++ 2

 

  )1)(1( 22 ba qqqppp ++++++++=   

  )()(
1

1

1

1 11

mSnS
q

q

p

p ba

=
−

−


−

−
=

++

 

(3)  2 は素数であり， 12 −a
は奇数の素数であるから， 212 −a

 

したがって，(2)により， 

 )12()2())12(2()( 11 −=−= −− aaaa SSSnS  

ここで，(1)より 

 12
12

12
)2(

1)1(
1 −=

−

−
=

+−
− a

a
aS  
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また， 12 −a は素数であるから 

 
aaaS 2)12(1)12( =−+=−  

したがって 

 nnS aaaa 2)12(22)12(2)( 1 =−=−= −
 

 

[千葉大学] 

(1) )1)(1(1 21 ++++−=− −− aaaaa bbb   …① 

3≧a と仮定する。このとき， 21≧−a  

また， 2≧b であるから，  

 41121 ≧≧ +++++ −− aaaa bb   

よって，①より， 1−ba は素数でない。 

したがって， 1−ba が素数ならば， 2=a である。 

このとき， 121 −=− bba  

次に，b が素数でないと仮定する。すると，2 以上の整数 dc, を用いて， cdb = と置けるか

ら 

( ) ( ) ( ) 1222)12(121212
21

++++−=−=−=−
−− cdcdccdccdb   …② 

2≧c であるから， 312 ≧−c
 

2≧d であるから， ( ) ( ) 5121222
21

≧≧ +++++
−− ccdcdc   

したがって，②は素数でないから矛盾。よって，b は素数である。 

(2) c を負でない整数，d を 1 以上の奇数として db c2= と表す。 

このとき， ec =2 とおくと edb =  

3≧d と仮定する。d は奇数であるから 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1)1(111
221

+−++−+=+=+=+
−− eededeedeedb aaaaaaaa   …③ 

ここで， 1,2 ≧≧ ea であるから 

 311 ≧≧ ++ aae
 

であり， 2≧ea となるから 

 ( ) ( ) 0
21
−

−− dede aa ， ( ) ( ) 0
43
−

−− dede aa ，……， ( ) 0
2

− ee aa  

さらに， 3≧d であるから 

 ( ) ( ) 21)(1 2221
≧≧ +−+−++−

−− eeeedede aaaaaa   
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したがって，③は素数でないから矛盾。よって， 1=d であるから， cb 2= （ c は整数）と

表せる。 

 

[北海道教育大学] 

)1(3)1()1(233)(232 2323 +++−=++−=+− nnnnnnnnnnnn  …① 

1,,1 +− nnn は連続する 3 整数であるから， 1,,1 +− nnn のどれか 1 つは 3 の倍数である。 

したがって， )1()1( +− nnn は 3 の倍数であるから， )1()1(2 +− nnn は 6 の倍数である。 

また， 1, +nn は連続する 2 整数であるから， 1, +nn の 1 つは 2 の倍数である。 

したがって， )1( +nn は 2 の倍数であるから， )1(3 +nn は 6 の倍数である。 

ゆえに，①は 6 の倍数である。 

 

[1997 東京工業大学] 

(1) 与えられた等式より 

2

1
=

+

xy

yx
 

0)(2 =+− yxxy  

22)2)(2( =−− yx  

ここで 
2

1111
=+

yxx
 であるから， 02 −x ，同様にして， 02 −y  

よって 

)2,2(),1,2(),2,1()2,2( 22=−− yx  

ゆえに， 

 )4,4(),3,6(),6,3(),( =yx  

別解 

yx≦ とすると
yx

11
≧ であり， 

xxxyx

21111

2

1
=++= ≦  

よって 4≦x  

また，
2

1111
=+

yxx
 であるから， 

2x  

したがって， 4,3=x  

これらを，与えられた方程式に代入して 
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3=x のとき， 6=y  

4=x のとき， 4=y  

yx  の場合も考えて 

 )4,4(),3,6(),6,3(),( =yx  

(2) 数学的帰納法により示す。 

(Ⅰ)  n ＝1 のとき 

r
x
=

1

1
より，これを満たす自然数 1x は多くて 1 個であるから，命題は成り立つ。 

(Ⅱ) mn = のとき，命題が成り立つと仮定すると，任意の有理数 r について， r
x

m

k k

=
=1

1
をみ

たす自然数
kx の組 ),,( 1 mxx  の個数は有限である。 

ここで， r を任意の有理数として， 

r
x

m

k k

=
+

=

1

1

1
 …① 

をみたす自然数
kx の組 ),,( 11 +mxx  の個数が有限であることを示す。このとき，

121 +mxxx ≧≧≧  の場合に示せば十分である。 

121

111

+mxxx
≦≦≦    であるから  

1

1

1

11

+

+

=

+


m

m

k k x

m

x
≦  

よって 

 
1

1

+

+

mx

m
r≦   であるから  

r

m
xm

1
1

+
+≦  …② 

1+mx は自然数であるから，②を満たす 1+mx の個数は有限である。①を 

11

11

+=

−=
m

m

k k x
r

x
 …③ 

と変形する。右辺は有理数であるから，③を満たす自然数
kx の組 ),,( 1 mxx  の個数は有限

である。 

以上より，①をみたす自然数 kx の組 ),,( 11 +mxx  の個数は有限であるから， 1+=mn のと

きも命題は成り立つ。 

(Ⅰ)，(Ⅱ)により，すべての自然数n について命題は成り立つ。 

 

[2015 早稲田大学] (1) 2)2)(2( vuyxba +=++ より 

 22)()2( vubxaybyax +=+++  
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vuyxba ,,,,, が有理数で， 2 が無理数であるから， 

 byaxu 2+= ， bxayv +=  

また， 

 
2222 )(2)2(2 bxaybyaxvu +−+=+  

22222222 224 xbyaybxa −−+=  

( )( )2222 22 yxba −−=  

111 ==  

(2) 12 22 =− yx  …① 22321 ++ ≦yx  …② 

①より 1)2)(2( =−+ yxyx  よって 
2

1
2

yx
yx

+
=−  

したがって，②より 12
223

1
−

+
yx≦  

すなわち 12223 −− yx≦  …③ 

2

③② +
より 2222 +− x  

xは整数であるから， 3,2,1=x  

1=x のとき ①より 0=y で，このとき②を満たさない。 

2=x のとき ①より
2

32 =y で，このとき y は整数ではない。 

3=x のとき ①より 42 =y で，②より， 2=y 。 

以上より， 2,3 == yx  

(3) ( ) ( )nn

yx 2232223
1

+++
−

≦  より 
( )

223
223

2
1

1
+

+

+


−
≦

n

yx
 …④ 

 2)2(3
223

1
−+=

+
であるから 

( )
  )2(2)2(3

223

2 1

1
yx

yx n

n
+−+=

+

+ −

−
 

ここで， 1)2(23 22 =−− ， 12 22 =− yx であるから，(1)を繰り返し用いることにより， vu,

を 12 22 =− vu を満たす整数として， 

  2)2(2)2(3
1

vuyx
n

+=+−+
−
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と置ける。これより 

 

( )
2

223

2
1

vu
yx

n
+=

+

+
−

 

これと④より， 22321 ++ ≦vu  

ここで，(2)の結果を用いると 2,3 == vu  

したがって，
( )

223
223

2
1

+=
+

+
−n

yx
 ゆえに ( )nyx 2232 +=+  

 

[2018 京都大学] 

まず，任意の整数nについて 973 +− nn が 3 の倍数であることを示す。 

任意の整数nは，3 を法として 0，1，－1 のいずれかと合同である。 

)3(mod0n  のとき )3(mod09907097 33 =+−+− nn  

)3(mod1n  のとき )3(mod03917197 33 =+−+− nn  

)3(mod1−n  のとき )3(mod053159)1(7)1(97 33 ==+−−−+− nn  

よって，任意の自然数nについて， )3(mod0973 +− nn であるから 973 +− nn は 3 の

倍数である。 

3 の倍数で素数である数は 3 だけである。したがって， 973 +− nn が素数であるとき 

 3973 =+− nn  

これより 

 0673 =+− nn  

 0)3)(2)(1( =+−− nnn  

ゆえに， 3,2,1 −=n  

別解 )32(3)1()1(96)(97 33 +−++−=+−−=+− nnnnnnnnn  

連続する 3 個の整数の積は 3 の倍数であるから， )1()1( +− nnn は 3 の倍数であり， 32 +− n  

は整数であるから )32(3 +− n は 3 の倍数である。 

よって， 973 +− nn は 3 の倍数である。 

 

[2018 東京工業大学] 

35x＋91y＋65z＝3 …① より 

5･7x＋7･13y＋5･13z＝3 

5･7x＋13(7y＋5z)＝3 
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7 と 5 は互いに素であるから，y，zが任意の整数値をとるとき，7y＋5zは任意の整数値をと

る。 

よって，7y＋5z＝wとおき， 

 35x＋13w＝3 

を満たす整数 x，wを求めれば y，zも求まる。 

35 と 13 は互いに素であるから， 

35x＋13w＝1 

を満たす x，wが存在する。これを 1 組求める。 

 35＝13×3－4 より 4＝－35＋13×3 …② 

 13＝4×3＋1  より 13－4×3＝1 …③ 

②を③に代入して 

13－(－35＋13×3)×3＝1 

よって 

 35×3＋13×(－8)＝1 

両辺を 3 倍して 

 35×9＋13×(－24)＝3 …④ 

次に，w＝－24，すなわち 7y＋5z＝－24 を満たす y，zを 1 組求めると，次のようになる。 

7×(－2)＋5×(－2)＝－24 …⑤ 

⑤を④に代入して 

 35×9＋13×{7×(－2)＋5×(－2)}＝3 

よって 35×9＋91×(－2)＋65×(－2)＝3 …⑥ 

したがって，①を満たす整数の組(x，y，z)の 1 組は(9，－2，－2) 

(2) ①－⑥より 

 35(x－9)＋91(y＋2)＋65(z＋2)＝0 

 35(x－9)＝13{－7(y＋2)－5(z＋2)} 

35 と 13 は互いに素であるから，整数 kを用いて， 

 x－9＝13k，－7(y＋2)－5(z＋2)＝35k …⑦ 

と表される。⑦より 

 －7(y＋2)＝5(z＋2＋7k) 

7 と 5 は互いに素であるから，整数 ℓを用いて 

y＋2＝5ℓ，z＋2＋7k＝－7ℓ 

と表される。以上より 

x＝13k＋9，y＝5ℓ－2，z＝－7k －7ℓ－2 

このとき， 
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 x2＋y2＝(13k＋9)2＋(5ℓ－2)2 

k，ℓは任意の整数であるから，x2＋y2が最小となるのは，x2と y2のそれぞれがともに最小と

なるときで，k＝－1，ℓ＝0 のときである。このとき，(x，y，z)＝(－4，－2，5)であり， 

x2＋y2の最小値は 20 である。 

 

[2018 一橋大学] 

(1) nをm桁の整数とすると， 110 −mn≧　  かつ )(9 nSm≧  

よって 110 −mn≧　  かつ 2018)(302018270 ++ nSm ≧  

したがって， 5≧m のとき 

201827010 1 +− mm  …① 

が成り立つことを示せばよい。①を数学的帰納法によって示す。 

[1] 5=m のとき 

 左辺＝ 10000104 = ，右辺＝ 336820185270 =+  

よって，左辺＞右辺であるから，①は成り立つ。 

[2] 5≧k として， km= のとき①が成り立つと仮定すると， 

 201827010 1 +− kk
 

これを用いると 

 )2288270(1010}2018)1(270{10 11)1( +−=++− −−+ kk kk  

  )2288270()2018270(10 +−+ kk  

  0178922430 += k  

よって 2018)1(27010 1)1( ++−+ kk  

したがって， 1+= km のときも①は成り立つ。 

[1]，[2]から， 5≧m であるすべての自然数mについて，①は成り立つ。 

したがって， 10000≧n のとき， 2018)(30 + nSn  

(2) (1)より， 

2018)(30 += nSn  …② 

を満たすnがあるとすれば， 10000n  

また，②の右辺の一の位の数は８であるから， cba ,, を０から９までの整数として 

 8101001000 +++= cban  

と表される。よって，②より 

 2018)8(308101001000 ++++=+++ cbacba  

整理して 

22502070970 =−+ cba  

 2252797 =−+ cba  
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 acb 9722527 −=−  …③ 

ここで， 90,90 ≦≦≦≦ cb  であるから 632718 ≦≦ cb−−  

よって，③より 639722518 ≦≦ a−−  

すなわち  24397162 ≦≦ a  

したがって，  5.26.1 ≦≦a  であるから， 2=a  

これを③に代入して 

  3127 =− cb  

よって  3127 += cb  …④ 

ここで， 90 ≦≦c  であるから 4931231 ≦≦ +c  

よって，④より 49731 ≦≦ b  

したがって 74.4 ≦≦b  

④の右辺は奇数であるから， b7 は奇数。よって，b は奇数である。 

したがって 7,5=b  

これを④に代入して )9,7(),2,5(),( =cb  

ゆえに 2798,2528=n  

 

[2018 東京大学 理系] 
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+=

nn

n

nn
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nnn
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ここで， )1( +nn は連続する 2 つの整数の積であるから偶数より，
2

)1( +nn
は整数である。 

また，2 つの整数 ba, の最大公約数を ),( ba で表すと，ユークリッドの互除法の原理により 

 1),1(),212(),12( ==−+=+ nnnnnn  

 1),1()),1(212()1,12( =−=+−+=++ nnnnnn  

よって， 12 +n とn， 12 +n と 1+n はそれぞれ互いに素であるから， 12 +n と
2

)1( +nn
は互

いに素である。 
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ゆえに，

2

)1(

12

+

+

nn

n
は既約分数であるから， 12,

2

)1(
+=

+
= nq

nn
p nn  である。 

(2) 3
!1

13
1 ==

C
a ， 5

2

10

!2

25
2 ===

C
a ，

32

75

6

35

!3

37
3




===

C
a  

よって， 3a は整数でなく， 3a を既約分数で表したとき，分母の素因数に 2 が含まれる。 

ここで，(1)より 

1

2

)1(

12
−

+

+
= nn a

nn

n
a  

であり，

2

)1(

12

+

+

nn

n
は既約分数で，分子 12 +n は奇数である。 

よって， 1−na が整数でなく， 1−na を既約分数で表したとき，分母の素因数に 2 が含まれるな

らば， na は整数でなく， na を既約分数で表したとき，分母の素因数に 2 が含まれる。 

したがって，数学的帰納法により，３以上のすべての自然数nについて， na は整数でない。 

ゆえに， na が整数となる自然数nは 2,1=n  

 

補足 文系では，次のように出題されている。各自，問題文の誘導に従って解答せよ。 

数列 ,, 21 aa  を ),2,1(
!

12 == + n
n

C
a nn

n  で定める。 

(1) 
7a と 1 の大小を調べよ。 

(2) 2≧n とする。 1
1


−n

n

a

a
 を満たすnの値の範囲を求めよ。 

(3) na が整数となる 1≧n をすべて求めよ。 

答え (1) 17 a  (2) 4≧n  (3) 2,1=n  
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[センター試験試作問題] 

和が 600，最小公倍数が 5772 である 2 つの自然数 )(, baba  がある。 

ba, の最大公約数をG とし， GbbGaa == , とすると， ba , の最大公約数は 1 である。

また， 5772,600 ==+ GbaGbGa である。ここで，600，5772 を素因数分解すると 

 
23 532600 =  

 3713325772
2

=  

5772)(,600)( ==+ GbaGba であり， ba + と ba  は互いに素であるから，600 と 5772

の最大公約数がG である。よって， =G 12 

したがって， 

 3713,52 2 ==+ baba  

これより， 13,37 == ba であるから， =a 444， =b 156 である。 

このとき， nbmaG +=  より GbnGamG +=  であるから 

11337 =+ nm  

これを満たす整数 nm, の組のうち，m が正で最小であるものを，ユークリッドの互除法によ

り求める。 

37＝13×2＋11 より 37－13×2＝11 …① 

13＝11×1＋2 より 13－11×1＝2 …② 

11＝2×5＋1 より 11－2×5＝1 …③ 

②，③より 

 11－(13－11×1)×5＝1 

よって 11×6－13×5＝1 

①を用いて 

 (37－13×2)×6－13×5＝1 

よって 37×6＋13×(－17)＝1 

したがって， =m 6， =n －17 である。 

 

[2016 東京工業大学] 

(1) n が素数のとき， 

1,,3,2,1 −n と n は互いに素であるから， )1(321)!1( −=− nn  と n は互いに素で

ある。 

よって， )!1( −n は n で割り切れない。 

4=n のとき， 

 6!3)!1( ==−n であるから，4で割り切れない。 
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以上より，n が素数または 4のとき， )!1( −n は n で割り切れない。 

(2) n が素数でなくかつ 4でもないとき， 6≧n である。 

このとき，n が素数でないから， ba, を整数として， )1,2( −= nbaabn ≦≦ と表される。 

ba  のとき 

 ba, は 1,,3,2 −n の中の 2つの異なる数であるから， )!1( −n は abn = で割り切れる。 

ba = のとき 

 2an = であるから na = であり， 6≧n であるから， 

 01)6(16)2()1( 222 +−=+−=−− nnnnnn  

 ここで 02,01 − nn であるから 

ann 221 =−  

したがって， aa 2, は， 1,,3,2 −n の中の 2つの異なる数であるから， )!1( −n は 2an =

で割り切れる。 

以上より，n が素数でなくかつ 4でもないとき， )!1( −n は n で割り切れる。 

 

[2016 京都大学] 

pq qp + が素数であると仮定し，その素数を r とする。 

22, ≧≧ qp より， 8≧pq qp + であるから r は奇数の素数である。 

qp, が共に奇数であるとすると，
pq qp , は共に奇数であるから， r は偶数となり矛盾す

る。 

2== qp とすると，
pq qp , は共に偶数であるから， r は偶数となり矛盾する。 

したがって， qp, の一方が 2で，他方が奇数の素数である。 

pq qp + は qp, について対称であるから， 2=p で q が奇数の素数の場合を調べればよい。 

(1) 3=q のとき， 

 17322 232 =+=+ qq
 

であり，17は素数である。 

次に， 5≧q であるときを調べる。5 以上の素数を 6 で割った余りは，1 または 5 である。 

(2) q を 6で割った余りが 1 であるとき 

k を正の整数として 16 += kq と表される。 )3(mod16426 = であるから 

 ( ) )3(mod03112)16(222 262 =+++=+ kkq kq  

(3) q を 6で割った余りが 5 であるとき 

k を負でない整数として 56 += kq と表される。 
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 ( ) )3(mod04816132)46(222 2652 =+++=+ kkq kq  

したがって， 5≧q のとき， 22 qq + は，3より大きく，3の倍数となるから，素数ではな

い。 

以上より，
pq qp + と表される素数は 17のみである。 

 

[2014 一橋大学] 

(1) cba ,, がすべて 3 以上のとき 

 cba ,, はすべて奇数であるから， 8−−ba ， 8−− cb は共に偶数の素数である。 

 よって 

28 =−−ba ， 28 =−− cb  

 すなわち 

 10+= cb ， 20+= ca  

 したがって， 20,10, ++ ccc はすべて素数である。 

 3=c のとき， 

 13=b ， 23=a  

 であるから，題意を満たす。 

 5≧c のとき 

 c は 3 の倍数でないから，n を 2 以上の自然数として， 13 −n または 13 +n と表される。 

  13 −= nc と表されるとき 

 )3(39310 +=+=+= nncb   

  より，b は素数ではない。 

  13 += nc と表されるとき 

 )7(321320 +=+=+= nnca   

  より，a は素数ではない。 

 (2)  cba ,, の少なくとも 1 つが 2 のとき 

 08 −−ba ， 08 −− cb であるから cba   

 よって  2=c  

 このとき 108 −=−− bcb  

 さらに， ba, は共に奇数の素数となるから 8−−ba は偶数の素数である。よって 

 28 =−−ba  

 すなわち 

 10+= ba  

 したがって， 10,,10 +− bbb  がすべて素数である。 
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 pb =−10 と置くと， 20,10, ++ ppp のすべてが素数となる。 

 このとき，(1)と同様にして， 3=p ， 1310=+= pb ， 2320=+= pa  

以上より， )3,13,23(),2,13,23(),,( =cba  

 

[2015 東京大学] 

mm

mm

m

P
C m

m
)1(321

)2016)(12016(201320142015

!

2015
2015

−
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==




 

m

m)2016(

3

2013

2

2014

1

2015 −
=   

この積において，偶数番目の項だけを抜き出し，分子と分母の素因数 2 の個数を数える。 

分子 2014 2012 2010 2008 2006 2004 2002 2000 1998 1996 

2 の個数 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 

分母 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

2 の個数 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 

 

分子の 2 の個数が分母の 2 の個数を上回るまで表を作ればよいが，次のような考察をする。 

 

ここで，m を 2 以上の偶数として， am k = 2  （ k は自然数，a は奇数）と表す。すると 

 am k −=− 2732732 2525
 

4≦k のとき 

 )732(22732 2525 aa kkk −=− −
 

732 25 −k は偶数，a は奇数であるから， ak −− 732 25 は奇数である。 

よって，分子と分母の 2 の個数は一致する。 

5=k のとき 

 aak −=−− 73732 225
 

は偶数となるから，分子の 2 の個数は分母の 2 の個数を上回る。 

5232=m のときは， 5k であり， 32=m で初めて 5=k となるので，求めるm は 32=m

である。 

 

[2007 大阪府立大学] 

(1) 11mod で考える。 

m

m

m

m −
=

− 7322016 25
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 k

n

k

k
n

k

k

k
n

k

k

k aaam 
=

−

=

−

=

− −−==
1

1

1

1

1

1 )1()111(10  

よって，ｍが 11 の倍数であることと，
=

−−
n

k

k

k a
1

1)1( が 11 の倍数であることは同値であるか

ら， 
=

−−
n

k

k

k a
1

1)1(
11

1
が整数であることは，m が 11 で割り切れるための必要十分条件である 

(2) 
=

−=
19

1

1101234567899876543210
k

k

k a  により
ka を定めると 

 109876543210123456789)1(
19

1

1 =+−+−+−+−+−+−+−+−+−=−
=

−

k

k

k a  

よって，
=

−−
19

1

1)1(
k

k

k a は 11 で割り切れないから，(1)により 1234567899876543210 は 11 で

割り切れない。 

(3) 
=

−−
19

1

1)1(
k

k

k a )(20728292 987654 aaaaaa +−+−+−+−+−=  

 16)(2 987654 ++−+−+−= aaaaaa  

 )8(2 987654 ++−+−+−= aaaaaa  

2 と 11 は互いに素であるから， 8987654 ++−+−+− aaaaaa が 11 の倍数であればよい。 

 123456654321 987654 −−−+++−+−+−−−−++ ≦≦ aaaaaa  

であるから， 

 99 987654 ≦≦ aaaaaa +−+−+−−  

よって 

 1781 987654 ≦≦ ++−+−+−− aaaaaa  

したがって， 8987654 ++−+−+− aaaaaa が 11 の倍数となるのは 

 11,08987654 =++−+−+− aaaaaa  

のときである。これより 

 3,8987654 −=+−+−+− aaaaaa  

すなわち 

 3,8)()( 864975 −=++−++ aaaaaa  …① 

また， 987654 ,,,,, aaaaaa は相違なる 1 以上 6 以下の自然数であるから 

 21)()( 864975 =+++++ aaaaaa  …② 

864975 , aaaaaa ++++ は共に整数であるから，①，②より 

 9,12 864975 =++=++ aaaaaa  

相違なる 1 以上 6 以下の 3 つの自然数の和が 12 となる組み合わせは 
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6，5，1 と 6，4，2 と 5，4，3 

の 3 通りあり，それぞれに対して 975 ,, aaa の決め方は 3! 通りある。また，残りの 3 数

654 ,, aaa の決め方は 3! 通りあるので， 987654 ,,,,, aaaaaa の場合の数は 

 108)!3()!3(3 =  

通りある。よって，自然数m で 11 で割り切れるものは 108 個ある。 

 

[2012 東京大学] 

(1) 連続する 2 個の自然数を 1, +kk とおく。この 2 数の積がn 乗数であると仮定すると，整

数m を用いて 

 
nmkk =+ )1(  …① 

と表される。ここで， 1, +kk は互いに素であるから，①より 1, +kk は共にn 乗数である。 

kk +1 であるから，
nn hakak )(1, +=+= （ただし， ha, は自然数）と置くと， 

1)()1( 11

1

22

2

1

1 ++++=−+=−+ −−−− nnn

n

n

n

n

n

nn hhaChaChaCahakk   

となり，これは， 1)1( =−+ kk であることに矛盾する。 

ゆえに，連続する 2 個の自然数の積はn 乗数ではない。 

(2) 連続する n 個の自然数を 1,,2,1, −+++ nkkkk  とおく。この n 個の数の積が n 乗

数であると仮定すると，整数m を用いて 

 
nmnkkkk =−+++ )1()2)(1(   …① 

と表される。 

 
nn nknkkkkk )1()1()2)(1( −+−+++   

であるから， 

 
nnn nkmk )1( −+  これより 1−+ nkmk  

よって，m は 2,,2,1 −+++ nkkk  のどれかと一致する。 

したがって，①の両辺をm で割ると， 

 
1)1()1()1( −=−++− nmnkmmk   …② 

このとき， 11≧−n ， 2≧m  かつ 1+m とm は互いに素であるから，等式②は成り立たない。 

ゆえに，連続するn 個の自然数の積はn 乗数ではない。 

 

[2016 慶應義塾大学] 

(1) 等式は 

  2
5

1
sin2

5

1
cos2

5

2
sin2

5

2
cos +=+ i

k
i

k
 

と変形できるから， 
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)5(mod12 k  

を満たす最小の正の整数 k を求めればよい。よって， 3=k である。 

(2) 事実 F より 

 2
1

sin2
1

cos
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となる整数 l が存在するから，n を任意の整数として， nlk = すれば 
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特に， )1,,2,1,0 −= bn  ととれば，b 個の z はすべて異なり，また， z はこれ以外の値

を取れないから，集合 P の要素の個数 )(Pn はb である。（ z は複素数平面上の原点を中心と

して点 1 を 1 つの頂点とする正b 角形の，すべての頂点を取り得るので，b 個である。） 

(3) ba, は互いに素な整数であるから， 

 1=+blak  

となる整数 lk, が存在する。よって， 
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この lk, を用いると 
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(4) 事実 F により 21, QQ は 























+= と表される複素数を用いては整数

k

b
i

b
kzzQ 

11

1

2
sin

2
cos



73 

 

 























+= と表される複素数を用いては整数

l

b
i

b
lzzQ 

22

2

2
sin

2
cos  

となる。 


1111

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

b

k
i

b

k

b
i

b

k

+=







+  


2222

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

b

l
i

b

l

b
i

b

l

+=







+  

であるから，集合 1Q の要素と集合 2Q の要素の積で表される複素数は 
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1b と 2b が互いに素ならば， lk, がすべての整数値をとるとき 12 lbkb + はすべての整数値をと

るから，集合 R の要素の個数 )(Rn は 21bb である。 

1b と 2b の最大公約数が d ならば， lk, がすべての整数値をとるとき 12 lbkb + はすべての d

の倍数の値をとるから，整数m を用いて 

 mdlbkb =+ 12  

と表される。よって 
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ここで，m はすべての整数値を取るから，集合 R の要素の個数 )(Rn は
d

bb 21 である。 

註 
d

bb 21 は 1b と 2b の最小公倍数である。 

 


