
円周率の 2乗は無理数である

証明　nを負でない整数として，関数 f n( x) と数列 {I n} を次の式で定める。

f n( x)=
1
n!

{x(π −x)}n , I n=∫0

π
f n(x )sin x dx

n≧1 のとき， f n(0)=f n(π )=0 を用いて部分積分をすると

I n=∫0

π
f n(x)sin x dx=−∫0

π
f n(x)(cos x) ' dx

=−[ f n(x)cos x ]0
π
+∫0

π
f n ' (x )cos x dx

=∫0

π
f n ' (x)cos x dx=∫0

π
f n ' (x)(sin x )' dx

=[f n ' (x)sin x ]0
π
−∫0

π
f n ' ' (x )sin x dx

=−∫0

π
f n ' '(x )sin x dx 　…①

また， n≧1 のとき

f n ' (x)=
1

(n−1)!
(π −2 x){x (π −x )}n−1=(π −2 x) f n−1(x )

n≧2 のとき

f n ' ' (x)=(π −2 x) ' f n−1(x )+(π −2 x) f n−1 ' (x )

=−2 f n−1(x )+(π −2x)2 f n−2(x )

=−2 f n−1(x )+{−4 x (π −x)+π 2}f n−2(x)

=−2 f n−1(x )−4(n−1) f n−1(x )+π 2 f n−2(x)

=(−4 n+2) f n−1(x )+π 2 f n−2(x) 　…②

よって，①，②より， n≧2 のとき

I n=−∫0

π
{(−4 n+2) f n−1(x)+π 2 f n−2(x)}sin x dx

したがって I n=(4n−2) In−1−π 2 I n−2 　…③

また

I0=∫0

π
sin xdx=[−cos x ]0

π
=2

①より I1=−∫0

π
(π x−x2)' ' sin xdx=∫0

π
2 sin x dx=2 [−cos x ]0

π
=4

ここで， π 2 は有理数であると仮定する。このとき，正の整数 p , q を用いて π 2= p
q

と表すこと

ができ，③は次のようになる。



I n=(4n−2) In−1−
p
q
I n−2

両辺に qn を掛けて，

qn I n=(4n−2)q⋅qn−1 I n−1−pq⋅q
n−2 I n−2

qn I n=An とおくと

An=q(4n−2)An−1−pq An−2

A0=2 , A1=4q はともに整数であるから，この漸化式により，すべての負でない整数 nについ

て An は整数であるといえる。また，

An=∫0

π 1
n!

{q x (π −x )}n sin xdx

n≧1 とするとき

0<x<π において 0<{q x (π −x)}n sin x<(qπ 2)n⋅1=pn

よって

0<∫0

π
{q x (π −x )}n sin xdx<π⋅pn 　であるから　 0<An<π⋅p

n

n!

ここで，実数の性質により 2 p≦m となる正の整数mが存在し， n>m のとき

pn

n!
< p

m

m!
⋅(1

2)
n−m

　であるから　 0<An<π⋅p
m

m!
⋅(1

2)
n−m

この不等式から， nが十分大きいときに 0<An<1 となり， An が整数であることと矛盾する。

したがって， π 2 は有理数でない，すなわち無理数である。

証明終

π が有理数であると仮定すると， π 2 は有理数となり， π 2 が無理数であることと矛盾する。

よって，π は無理数である。

補足　 f n( x)=
1
n!(π

4

2

−x2)
n

, I n=∫−π
2

π
2 f n(x )cos xdx としても同じ結果が得られる。

このとき， An=∫−π
2

π
2 1
n!( p4 −q x2)

n

cos xdx である。
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円周率の 2乗は無理数である

補題 1 f (x) は 2n次の整式で表された偶関数とする。このとき

∫0

π
2 f (x)cos x dx=∑

k=0

n

(−1)k f (2k)(π2 )
証明　 f ' (x) は奇関数であるから f ' (0)=0 である。よって

∫0

π
2 f (x)cos x dx=∫0

π
2 f (x)(sin x) ' dx

=[ f (x )sin x ]0
π
2 −∫0

π
2 f ' (x)sin x dx=f (π2 )−∫0

π
2 f ' (x)sin xdx

=f (π2 )+∫0

π
2 f ' (x )(cos x )' dx=f (π2 )+[ f ' (x )cos x ]0

π
2 −∫0

π
2 f ' ' (x)cos x dx

= f (π2 )−∫0

π
2 f ' ' (x)cos x dx

f ' ' (x) は偶関数であるから，この操作は繰り返すことができて

∫0

π
2 f (x)cos x dx=∑

k=0

n

(−1)k f (2k)(π2 )+(−1)n+1∫0

π
2 f (2n+2)(x )cos x dx

ここで， f (x) は 2n次の整式で表された関数であるから， f (2n+2)(x )=0 。よって

∫0

π
2 f (x)cos x dx=∑

k=0

n

(−1)k f (2k)(π2 )
証明終

補題 2　 p , q , n を正の整数として α=√ pq , f (x)=
1
n!

( p−qx2)n とする。

このとき， f (2k)(α) (k=0 , 1 , 2, ⋯, n) は整数である。

証明　 2k<n のとき

　　整式 f (2k)(x) は ( p−qx2)n−2k を因数に持つから， f (2k)(α)=0 である。

2k≧n のとき

f (x)= 1
n!

(p−qx2)n= 1
n!∑i=0

n

(−1)i nC i p
n−i qi x2 i

　　よって

f (2k)(α)=∑
i=k

n
2 iP2k

n!
(−1)i nCi p

n−i qiα 2 (i−k)

　　ここで， n≦2k≦ 2i であり，連続する n個の整数の積は n!の倍数だから 2 i P2k

n!
は整数。



　　また，  qiα 2(i−k)=q i( pq )
i−k

=p i−k qk より， qiα 2(i−k) は整数。

　　したがって， f (2k)(α) は整数である。

証明終

定理　 π 2 は無理数である

証明　 π 2 は有理数であると仮定する。このとき，正の整数 p , q を用いて (π2 )
2

= p
q

と表される。

nを負でない整数として，関数 f n( x) と数列 {I n} を次の式で定める。

f n( x)=
1
n!

(p−qx2)n , I n=∫0

π
2 f n(x)cos x dx

n≧1 とするとき

0<x< π
2

において 0<(p−qx2)ncos x< pn⋅1=pn

よって

0<∫0

π
2 (p−qx2)ncos x dx<π

2
⋅pn 　であるから　 0< I n<π

2
⋅p

n

n!

ここで，実数の性質により 2 p≦m となる正の整数mが存在し， n>m のとき

pn

n!
< p

m

m!
⋅(1

2)
n−m

　であるから　 0< I n<
π
2
⋅p

m

m!
⋅(1

2)
n−m

この不等式から， nが十分大きいときに 0< I n<1 となる。ところが，補題 1，2 により， I n

は整数であるから，矛盾する。

したがって， π 2 は有理数でない，すなわち無理数である。

証明終
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 無理数性判定の補題

g(x)=cos x , G(x )=sin x または g(x)= e
x+e−x

2
=cosh x , G(x )= e

x−e− x

2
=sinh x とする。

g(x) は偶関数， G(x) は奇関数であり G' (x)=g (x) , g ' ' (x)=s g(x ) (s=∓1) を満たす。

ここで， p , q を正の整数として α=√ pq とする。このとき， G(α ) , α g(α ) がともに有

理数になることはないことを示す。

nは負でない整数として，関数 f n( x) と数列 {I n} を次の式で定める。

f n( x)=
1
n!

(p−qx2)n=q
n

n!
(α 2−x2)n , I n=∫0

α
f n(x) g(x)dx

補題 1　nが十分大きければ， I n>0

証明　 g(x)=cosh x の場合と g(x)=cos x , 0<α ≦ π
2

の場合は常に I n>0 であるから，

g(x)=cos x , α >π
2

の場合を証明する。

∫0

α
(α 2−x2)ncos x dx=∫0

π
4 (α 2−x2)ncos x dx+∫π

4

π
2 (α 2−x2)n cos x dx+∫π

2

α
(α 2−x2)n cos xdx

 ∫0

π
4 (α 2−x2)ncos x dx>{α 2−(π4 )

2}
n

⋅√2
2

⋅π
4

 ∫π
4

π
2 (α 2−x2)ncos x dx>0

 |∫π
2

α
(α 2−x2)ncos x dx|<{α 2−( π

2 )
2}
n

⋅1⋅(α−π
2 )

 このとき α 2−(π4 )
2

>α 2−( π
2 )

2

>0 であるから，題意は成り立つ。

証明終

補題 2 lim
n→∞

I n=0

証明　 −α ≦ x≦α において，

|f n(x)|≦
pn

n!
であり， |g(x )|≦M となる正の実数Mが存在するから，

|f n(x) g(x)|≦
M⋅pn

n!



よって

|I n|=|∫0

α
f n(x)g (x)dx|≦∫0

α
|f n(x )g(x )|dx≦α M⋅p

n

n!
　…①

実数の性質により 2 p≦m となる正の整数mが存在し， n>m のとき

0< p
n

n!
< p

m

m!
⋅(1

2)
n−m

ここで

lim
n→∞

pm

m!
⋅(1

2)
n−m

=0 であるから lim
n→∞

pn

n!
=0

したがって，①より lim
n→∞

I n=0

証明終

補題 3　漸化式 I n=2 sq {(−2n+1)I n−1+2 p I n−2} (n=2 , 3 , 4 , ⋯) が成り立つ。

証明　 f n(α )=f n ' (0)=f n ' (α)=0 , g ' (0)=0 ， g(x)=s g ' ' (x) を用いて部分積分をすると

I n=∫0

α
f n(x )g( x)dx=∫0

α
f n( x)s g ' ' (x )dx

=s [ f n(x )g '(x )]0
α
−s∫0

α
f n '(x )g '(x )dx

=−s∫0

α
f n ' (x)g ' (x)dx=−s [f n ' (x )g( x)]0

α
+s∫0

α
f n ' ' (x) g(x)dx

=s∫0

α
f n ' ' (x)g (x)dx

ここで

f n ' (x)=
1

(n−1)!
(−2qx)( p−qx2)n−1=−2qx f n−1(x )

f n ' ' (x)=−2q {x ' f n−1(x)+x f n−1 '(x)}

=−2q {f n−1(x )−2qx2 f n−2(x)}

=−2q [ f n−1(x)+{2( p−qx2)−2 p}f n−2(x )]

=−2q {f n−1(x )+2(n−1) f n−1(x)−2 p f n−2( x)}

=2q {(−2n+1) f n−1(x)+2 p f n−2(x)}

したがって

I n=s∫0

α
2q {(−2n+1) f n−1(x)+2 p f n−2(x )}g (x)dx

　 =s{q(−4n+2) I n−1+4 pq I n−2}

証明終



補題 4　 G(α ) , α g(α ) がともに有理数になることはない。

証明 I0=∫0

α
g (x)dx=[G(x)]0

α
=G(α )

I1=−s∫0

α
f 1 ' (x) g '(x)dx=−s∫0

α
{−2qx g ' (x )}dx

=2 s q {[ x g (x)]0α−∫0

α
g (x)dx}

=2 s q {α g (α )−G(α )}

G(α ) , α g(α ) がともに有理数であると仮定する。このとき， I0 , I1 はともに有理数になる。

aは正の整数で a I 0, a I 1 の両方が整数になるものとして， J n=a I n とおく。

すると， J 0 , J1 は整数であり，補題 3 より n≧2 のとき J n=2 s q {(−2n+1) Jn−1+2 p Jn−2} が

成り立つから，任意の負でない整数 nについて J n は整数であるといえる。

ところが，補題 1 により nが十分大きいときに J n>0 となり，補題 2 により lim
n→∞

Jn=0 となる

から，整数 J n は nが十分大きいときに 0<Jn<1 となり矛盾する。

よって， G(α ) , α g(α ) がともに有理数になることはない。

証明終

補題 4 は，次のように表すことができる。

「θ を正の実数とするとき θ 2 , G(θ ), θ g (θ ) の少なくとも 1 つは無理数である。」

ここで， g(−θ )=g(θ ), G(−θ )=−G(θ ) が成り立つから

θ 2 , G(θ ), θ g (θ ) はすべて有理数 ⇔ (−θ )2 , G(−θ ) , (−θ )g(−θ ) はすべて有理数

よって，次の補題を得る。

補題 θ を 0 でない実数とするとき，

(1) θ 2 , sinθ , θ cosθ の少なくとも 1 つは無理数である。

(2) θ 2 , sinhθ , θ coshθ の少なくとも 1 つは無理数である。

定理　 π 2 は無理数である。（これより，πは無理数である）

証明　 (π2 )
2

, sin π
2
, π

2
cos π

2
すなわち (π2 )

2

, 1 , 0 の少なくとも 1 つは無理数であるから，

(π2 )
2

は無理数である。よって， π 2 は無理数である。



定理　rが 0 でない有理数のとき， er は無理数である。（特に eは無理数である）

証明　 er が有理数であると仮定すると， r2 , sinh r , r coshr はすべて有理数となり，補題に

反する。よって， er は無理数である。

定理　rが 1 でない正の有理数のとき， log r は無理数である。

証明　 log r が有理数であると仮定する。このとき，

sinh( logr )= r−r
−1

2
cosh (log r )= r+r

−1

2
より (log r )2 , sinh( logr ) , (log r )cosh ( logr ) は

すべて有理数となり，補題に反する。よって， log r は無理数である。

別証　 log r が 0 でない有理数 sであると仮定して log r=s とおくと r=es となるが，定理

により es は無理数であるから矛盾する。よって， log r は無理数である。

例　rが 0 でない有理数のとき， sin r , cosr の少なくとも 1 つは無理数である。

証明　補題により r2 , sin r , r cos r の少なくとも 1 つは無理数であるから， sin r , cos r の少

なくとも 1 つは無理数である。

例　 a , b , c を正の整数として， a2+b2=c2 が成り立つとき， arcsin
a
c

は無理数である。

証明　θは sinθ=a
c
, cosθ =b

c
を満たすとするとき， θ 2 , sinθ , θ cosθ すなわち

θ 2 ,
a
c
, θ⋅b

c
の少なくとも 1 つは無理数であるから，θは無理数である。したがって，

arcsin
a
c

は無理数である。


