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原始根の存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則存在定理と平方剰余の相互法則

a は素数素数 p と平方剰余の相互法則互いに素であるとする。素であると平方剰余の相互法則する。

この存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりフェルマーの小定理によりの存在定理と平方剰余の相互法則小定理と平方剰余の相互法則に素であるとする。より a p−1≡1 (mod p) が成り立つ。成り立つ。り立つ。つ。

ae≡1 (mod p) が成り立つ。成り立つ。り立つ。つ，フェルマーの小定理により正で最小な整数で最小な整数整数 e を，フェルマーの小定理によりa の存在定理と平方剰余の相互法則位数と平方剰余の相互法則いう。

e を a の存在定理と平方剰余の相互法則位数と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により 1≦e≦ p−1である。a の存在定理と平方剰余の相互法則位数が成り立つ。 p−1であると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりa を原始根の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則いう。

以下，フェルマーの小定理により素数 p を法と平方剰余の相互法則する合同で考える 。で考える 。える 。

命題 1　位数は素数 p−1の存在定理と平方剰余の相互法則約数である。

証明　位数が成り立つ。 e である自然数は素数存在すると平方剰余の相互法則し，フェルマーの小定理によりその存在定理と平方剰余の相互法則 1 つを a と平方剰余の相互法則する。すな整数わち

ae≡1 , 0<e≦ p−1
この存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により除法の存在定理と平方剰余の相互法則定理と平方剰余の相互法則に素であるとする。より

p−1=eq+r , 0≦ r<e

を満たすたす q , r が成り立つ。存在する。これより

a p−1=aeq+r

a p−1=(ae)q⋅ar

a p−1≡1 , ae≡1であるから

1≡ar

0≦ r<e であるから，フェルマーの小定理により位数 e の存在定理と平方剰余の相互法則定義によりに素であるとする。より r=0

よって，フェルマーの小定理により p−1=eq

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理によりe は素数 p−1の存在定理と平方剰余の相互法則約数である。

□

命題 2　素数 p より小さい自然数で，フェルマーの小定理により位数が成り立つ。 e であるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数，フェルマーの小定理により0 か φ(e ) の存在定理と平方剰余の相互法則どちらかである。た

だし，フェルマーの小定理によりφ は素数オイラーの小定理によりの存在定理と平方剰余の相互法則関数である。

（註　自然数 n と平方剰余の相互法則互いに素であるとする。素である，フェルマーの小定理によりn 以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数の存在定理と平方剰余の相互法則個数を φ(n) と平方剰余の相互法則する。）

証明　a の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数で e であると平方剰余の相互法則し，フェルマーの小定理により合同で考える 。方程式 xe≡1 …①　の存在定理と平方剰余の相互法則解について考える。に素であるとする。ついて考える 。える。

(ak )e=(ae)k≡1 (0≦ k <e)

よって，フェルマーの小定理により ak (0≦k<e) …②　は素数①の存在定理と平方剰余の相互法則解について考える。である。

また，フェルマーの小定理により a j≡ak (0≦ j<k <e) と平方剰余の相互法則仮定すると平方剰余の相互法則 ak− j≡1 (0<k− j<e)

これは素数 e の存在定理と平方剰余の相互法則定義によりに素であるとする。より矛盾する。する。

よって，フェルマーの小定理により ak (0≦k<e) は素数，フェルマーの小定理によりどの存在定理と平方剰余の相互法則 2 つも互いに素であるとする。合同で考える 。でな整数い。

また，フェルマーの小定理により①は素数 e 次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則方程式であるから，フェルマーの小定理により①の存在定理と平方剰余の相互法則互いに素であるとする。合同で考える 。でな整数い解について考える。は素数多くてもくても e 個である。

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により②が成り立つ。合同で考える 。方程式 xe≡1 の存在定理と平方剰余の相互法則解について考える。の存在定理と平方剰余の相互法則すべてである。

0≦ k<e と平方剰余の相互法則する。



(ak )l≡1 ⇔ akl≡1 ⇔ klは素数eの存在定理と平方剰余の相互法則倍数

であるから，フェルマーの小定理により 0<l<e の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則きに素であるとする。 (ak )l≡1 と平方剰余の相互法則な整数る l が成り立つ。存在しな整数いための存在定理と平方剰余の相互法則必要十分条件は，は素数，フェルマーの小定理により kl が成り立つ。 e の存在定理と平方剰余の相互法則倍

数と平方剰余の相互法則な整数るような整数 l が成り立つ。存在しな整数いこと平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理によりすな整数わち，フェルマーの小定理によりk と平方剰余の相互法則 e が成り立つ。互いに素であるとする。素であること平方剰余の相互法則であり，フェルマーの小定理によりその存在定理と平方剰余の相互法則ような整数 k の存在定理と平方剰余の相互法則

個数は素数 φ(e ) である。

よって，フェルマーの小定理により素数 p より小さい自然数で，フェルマーの小定理により位数が成り立つ。 e であるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数，フェルマーの小定理により0 か φ(e ) の存在定理と平方剰余の相互法則どちらかである。

特に，に素であるとする。，フェルマーの小定理によりp より小さい自然数の存在定理と平方剰余の相互法則原始根の存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数，フェルマーの小定理により0 か φ( p−1) の存在定理と平方剰余の相互法則どちらかである。

□

補題　自然数 n の存在定理と平方剰余の相互法則正で最小な整数の存在定理と平方剰余の相互法則約数 d に素であるとする。ついて，フェルマーの小定理により φ (d ) の存在定理と平方剰余の相互法則総和はは素数 n に素であるとする。な整数る。すな整数わち n=∑
d

φ (d )

証明 n 以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数で，フェルマーの小定理によりn と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則最大公約数が成り立つ。 d であるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則集合を Ad と平方剰余の相互法則する。

また，フェルマーの小定理により
n
d

以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数で，フェルマーの小定理により
n
d

と平方剰余の相互法則互いに素であるとする。素であるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則集合を Bd と平方剰余の相互法則する。

m∈Ad 　⇒　
m
d

は素数
n
d

以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数で，フェルマーの小定理により
m
d

と平方剰余の相互法則
n
d

は素数互いに素であるとする。素　⇒　
m
d

∈Bd

逆に，に素であるとする。，フェルマーの小定理により

k∈Bd 　⇒　kd は素数 n 以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数で，フェルマーの小定理によりkd と平方剰余の相互法則 n の存在定理と平方剰余の相互法則最大公約数は素数 d　⇒　 kd∈Ad

よって，フェルマーの小定理により Ad={a1 , a2 ,⋯⋯, a l} と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により Bd={a1d , a2d ,⋯⋯ ,
a l
d } であるから，フェルマーの小定理により Ad と平方剰余の相互法則 Bd の存在定理と平方剰余の相互法則要

素の存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数等しい。しい。

集合 Bd の存在定理と平方剰余の相互法則要素の存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数 φ( nd ) であるから，フェルマーの小定理により集合 Ad の存在定理と平方剰余の相互法則要素の存在定理と平方剰余の相互法則個数を |Ad| と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により

|Ad|=φ( nd )
これより

n=∑
d

|Ad|=∑
d

φ( nd )
ここで，フェルマーの小定理により自然数

n
d

も自然数 n の存在定理と平方剰余の相互法則正で最小な整数の存在定理と平方剰余の相互法則約数であり，フェルマーの小定理によりその存在定理と平方剰余の相互法則集合は素数自然数 d の存在定理と平方剰余の相互法則集合に素であるとする。等しい。しい。よって

∑
d

φ( nd )=∑
d

φ (d )

したが成り立つ。って

n=∑
d

φ (d )

□

註　例えば，えば，フェルマーの小定理により n=24,d=3 の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により A3={3 ,9 ,15,21} で，フェルマーの小定理により
n
d

=8，フェルマーの小定理により B3={1 ,3 ,5,7} である。

定理と平方剰余の相互法則　p を素数と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により p−1の存在定理と平方剰余の相互法則任意の正の約数の存在定理と平方剰余の相互法則正で最小な整数の存在定理と平方剰余の相互法則約数 d を位数と平方剰余の相互法則する p−1以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数が成り立つ。 φ(d ) 個存

在する。



証明　 p−1以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数は素数，フェルマーの小定理により必ずある位数を持つから，位数つから，フェルマーの小定理により位数 e に素であるとする。よって分類できる。位数ができる。位数が成り立つ。 e である

自然数が成り立つ。存在すると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりその存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数，フェルマーの小定理により命題 2 に素であるとする。より φ(e ) であるから

p−1=∑
e

φ (e )

命題 1 に素であるとする。より，フェルマーの小定理により位数 e は素数 p−1の存在定理と平方剰余の相互法則約数であるから，フェルマーの小定理によりd を p−1の存在定理と平方剰余の相互法則正で最小な整数の存在定理と平方剰余の相互法則約数と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則

∑
e

φ (e)≦∑
d

φ (d )

また，フェルマーの小定理により補題に素であるとする。より

∑
d

φ (d )=p−1

以上よりより

p−1=∑
e

φ (e )≦∑
d

φ (d )= p−1 　であるから ∑
e

φ (e)=∑
d

φ (d )

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により p−1の存在定理と平方剰余の相互法則任意の正の約数の存在定理と平方剰余の相互法則正で最小な整数の存在定理と平方剰余の相互法則約数 d を位数と平方剰余の相互法則する p−1以下の存在定理と平方剰余の相互法則自然数が成り立つ。 φ(d ) 個存在する。

□

この存在定理と平方剰余の相互法則定理と平方剰余の相互法則に素であるとする。おいて，フェルマーの小定理により特に，に素であるとする。，フェルマーの小定理により位数が成り立つ。 p−1である自然数も存在するから，フェルマーの小定理により原始根の存在定理と平方剰余の相互法則は素数存在する。

参考える 。　原始根の存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則別証明（高木貞二先生の「初等整数論講義」にある証明法）の存在定理と平方剰余の相互法則「初等整数論講義」にある証明法）初等しい。整数論講義により」に素であるとする。ある証明法）

この存在定理と平方剰余の相互法則証明法では素数，フェルマーの小定理により原始根の存在定理と平方剰余の相互法則を見つけるアルゴリズムが与えられます。つけるアルゴリズムが与えられます。が成り立つ。与えられます。えられます。

補題　a，フェルマーの小定理によりb の存在定理と平方剰余の相互法則位数が成り立つ。それぞれ e，フェルマーの小定理によりf で，フェルマーの小定理によりe と平方剰余の相互法則 f が成り立つ。互いに素であるとする。素であると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりab の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 ef である。

証明　 (ab)ef=(ae) f⋅(b f )e≡1

ここで，フェルマーの小定理により (ab)x≡1 と平方剰余の相互法則な整数る x に素であるとする。ついて考える 。える。

(ab)ex={(ab)x }e≡1 であるから bex≡(ae )x⋅bex=(ab)ex≡1

よって，フェルマーの小定理によりex は素数 f の存在定理と平方剰余の相互法則倍数であるが成り立つ。，フェルマーの小定理によりe と平方剰余の相互法則 f は素数互いに素であるとする。素であるから，フェルマーの小定理によりx は素数 f の存在定理と平方剰余の相互法則倍数である。

同で考える 。様にして，に素であるとする。して，フェルマーの小定理によりx は素数 e の存在定理と平方剰余の相互法則倍数である。

ここで，フェルマーの小定理によりe と平方剰余の相互法則 f は素数互いに素であるとする。素であるから，フェルマーの小定理によりx は素数 ef の存在定理と平方剰余の相互法則倍数である。

したが成り立つ。って ab の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 ef である。

□

定理と平方剰余の相互法則　原始根の存在定理と平方剰余の相互法則は素数存在する。

証明　ある自然数 a の存在定理と平方剰余の相互法則位数 e が成り立つ。 e= p−1 な整数らば，フェルマーの小定理により定理と平方剰余の相互法則は素数証明された。

よって，フェルマーの小定理により e< p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則場合を考える 。える。

合同で考える 。方程式 xe≡1 の存在定理と平方剰余の相互法則解について考える。は素数 e 個しかな整数いから xe≡1 を満たすたさな整数い x=b が成り立つ。存在する。b の存在定理と平方剰余の相互法則位数を f

と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理によりf は素数 e の存在定理と平方剰余の相互法則約数でな整数い。したが成り立つ。って，フェルマーの小定理によりe と平方剰余の相互法則 f の存在定理と平方剰余の相互法則最小公倍数を l と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により l>e である。

ここで，フェルマーの小定理により l=e0 f 0 , (e0 , f 0)=1で，フェルマーの小定理により e0 は素数 e の存在定理と平方剰余の相互法則約数，フェルマーの小定理によりかつ f 0 は素数 f の存在定理と平方剰余の相互法則約数と平方剰余の相互法則な整数る e0 , f 0 をと平方剰余の相互法則る。(注)

この存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により
e
e0

は素数整数であり，フェルマーの小定理により (a
e
e0)e0=ae≡1



よって，フェルマーの小定理により a
e
e 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 e0 の存在定理と平方剰余の相互法則約数であるが成り立つ。，フェルマーの小定理により a

e
e 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数が成り立つ。 e0 より小さいと平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理によりa の存在定理と平方剰余の相互法則位数が成り立つ。 e よ

り小さくな整数り矛盾する。する。したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により a
e
e 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 e0 である。

同で考える 。様にして，に素であるとする。して，フェルマーの小定理により b
f
f 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 f 0 である。

(e0 , f 0)=1であるから，フェルマーの小定理により補題に素であるとする。より a
e
e 0⋅b

f
f 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 e0⋅ f 0 すな整数わち l である。

l>e であるから，フェルマーの小定理により a
e
e 0⋅b

f
f 0 の存在定理と平方剰余の相互法則位数は素数 e より大きい。

これを繰り返せば，遂には位数がり返せば，遂には位数がせば，フェルマーの小定理により遂には位数がに素であるとする。は素数位数が成り立つ。 p−1である自然数が成り立つ。見つけるアルゴリズムが与えられます。つかるから，フェルマーの小定理により原始根の存在定理と平方剰余の相互法則は素数存在する。

□

注　 e , f を素因数分解について考える。し，フェルマーの小定理により素因数の存在定理と平方剰余の相互法則指数の存在定理と平方剰余の相互法則大きい方が成り立つ。 e , f の存在定理と平方剰余の相互法則どちらであるかに素であるとする。従って，素因数をって，フェルマーの小定理により素因数を

e0 , f 0 に素であるとする。分配する。指数が同じときはどちらに分配してもよい。この分配によって，条件を満たすする。指数が成り立つ。同で考える 。じと平方剰余の相互法則きは素数どちらに素であるとする。分配する。指数が同じときはどちらに分配してもよい。この分配によって，条件を満たすしてもよい。この存在定理と平方剰余の相互法則分配する。指数が同じときはどちらに分配してもよい。この分配によって，条件を満たすに素であるとする。よって，フェルマーの小定理により条件は，を満たすたす

e0 , f 0 が成り立つ。構成り立つ。できる。

定理と平方剰余の相互法則　r を原始根の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により r k≡1 (mod p) な整数らば，フェルマーの小定理によりk は素数 p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則倍数。

証明　k を p−1 で割った商をった商をを s，フェルマーの小定理により余の相互法則りを t と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により k=( p−1)s+t であるから

r k=r( p−1)s+t=r( p−1) s⋅r t

r k≡1 , r p−1≡1 であるから，フェルマーの小定理により r t≡1
0<t< p−1 と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により原始根の存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則定義によりに素であるとする。矛盾する。するから，フェルマーの小定理により t=0

よって，フェルマーの小定理により k=( p−1)s と平方剰余の相互法則な整数るから，フェルマーの小定理によりk は素数 p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則倍数である。

平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則相互法則

p は素数 2 以外の素数とする。の存在定理と平方剰余の相互法則素数と平方剰余の相互法則する。

x2≡a (mod p) が成り立つ。解について考える。を持つから，位数つと平方剰余の相互法則きに素であるとする。，フェルマーの小定理によりa は素数 p の存在定理と平方剰余の相互法則平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により解について考える。を持つから，位数たな整数いと平方剰余の相互法則きに素であるとする。平方非剰余の相互法則と平方剰余の相互法則いう。

a が成り立つ。 p の存在定理と平方剰余の相互法則倍数でな整数いと平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりa が成り立つ。平方剰余の相互法則であるか，フェルマーの小定理により非剰余の相互法則であるかに素であるとする。従って，素因数をって

( ap)=1 または素数 ( ap)=−1

と平方剰余の相互法則する。これを Legendre 記号という。と平方剰余の相互法則いう。

次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則定理と平方剰余の相互法則は素数，フェルマーの小定理により平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則 Legendre 記号という。の存在定理と平方剰余の相互法則定義によりより明らかである。

定理と平方剰余の相互法則 a≡b (mod p) な整数らば ( ap)=( bp)

定理と平方剰余の相互法則　r を原始根の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則し，フェルマーの小定理により a≡rk (mod p) と平方剰余の相互法則する。この存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理によりa が成り立つ。平方剰余の相互法則であるための存在定理と平方剰余の相互法則必要十分条

件は，は素数，フェルマーの小定理によりk が成り立つ。偶数であること平方剰余の相互法則である。

証明　 k が成り立つ。偶数の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則き平方剰余の相互法則であること平方剰余の相互法則は素数明らか。



逆に，に素であるとする。，フェルマーの小定理により r k が成り立つ。平方剰余の相互法則であると平方剰余の相互法則仮定すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により r k≡b2 と平方剰余の相互法則な整数る b が成り立つ。存在する。

b は素数 r を用いていて b≡r l と平方剰余の相互法則表されるからされるから r k≡r2 l よって r k−2 l≡1

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により k−2 l  は素数偶数 p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則倍数であるから，フェルマーの小定理によりk は素数偶数である。

□

系　 r を原始根の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則し，フェルマーの小定理により a≡rk (mod p) と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則き，フェルマーの小定理により ( ap)=(−1)k

この存在定理と平方剰余の相互法則系より，フェルマーの小定理により次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則定理と平方剰余の相互法則は素数明らかである。

定理と平方剰余の相互法則 (abc⋯p )=( ap)( bp)( cp)⋯⋯

定理と平方剰余の相互法則　(Euler の存在定理と平方剰余の相互法則基準)

( ap)≡a
p−1
2 (mod p)

証明

以下で，フェルマーの小定理により合同で考える 。は素数 p を法と平方剰余の相互法則する。

(a p−12 )2=a p−1≡1
であるから，フェルマーの小定理により

a
p−1
2 ≡1 または素数 a

p−1
2 ≡−1

r を原始根の存在定理と平方剰余の相互法則と平方剰余の相互法則して a≡rm と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則

a
p−1
2 ≡r

m⋅p−1
2

　…①

a
p−1
2 ≡1 と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により r

m⋅p−1
2 ≡1 であるから，フェルマーの小定理により m⋅p−1

2
は素数 p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則倍数。

よって，フェルマーの小定理により
m
2

は素数整数であるから，フェルマーの小定理によりm は素数偶数である。したが成り立つ。って，フェルマーの小定理によりa は素数平方剰余の相互法則である。

逆に，に素であるとする。，フェルマーの小定理によりa が成り立つ。平方剰余の相互法則であると平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理によりm は素数偶数であるから，フェルマーの小定理により m⋅p−1
2

は素数 p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則倍数。

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により①より a
p−1
2 ≡1 である。

□

次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則法則を，フェルマーの小定理により平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則相互法則と平方剰余の相互法則いう。

p，フェルマーの小定理によりq を異なる奇素数とするときな整数る奇素数と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則き ( qp)( pq )=(−1)
p−1
2

⋅q−1
2

与えられます。えられた数が成り立つ。平方剰余の相互法則か否かを調べるには，さらに，次の補充法則を用いる。かを調べるには，さらに，次の補充法則を用いる。べるに素であるとする。は素数，フェルマーの小定理によりさらに素であるとする。，フェルマーの小定理により次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則補充法則を用いている。

第一補充法則　 (−1p )=(−1)
p−1
2

第二補充法則　 ( 2p)=(−1)
p2−1
8



Euler の存在定理と平方剰余の相互法則基準に素であるとする。おいて，フェルマーの小定理により特に，に素であるとする。 a=−1 と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により第一補充法則が成り立つ。得られる。られる。

ガウスの予備定理の存在定理と平方剰余の相互法則予備定理と平方剰余の相互法則

a が成り立つ。奇素数 p で割った商をり切れないときれな整数いと平方剰余の相互法則き

a , 2a ,3a ,⋯⋯ ,
p−1
2

⋅a

を p で割った商をった絶対値剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則中に，負であるものがに素であるとする。，フェルマーの小定理により負であるものがであるもの存在定理と平方剰余の相互法則が成り立つ。 n 個あると平方剰余の相互法則すれば，フェルマーの小定理により

( ap)=(−1)n

証明　以下で，フェルマーの小定理により合同で考える 。は素数 p を法と平方剰余の相互法則する。

1≦ i< j≦ p−1
2

と平方剰余の相互法則する。

ia≡ ja と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則 (i− j)a≡0

0<i− j<
( p−1)
2

であるから矛盾する。する。

ia≡− ja と平方剰余の相互法則すると平方剰余の相互法則 (i+ j)a≡0

2<i+ j< p−1 であるから矛盾する。する。

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により a , 2a ,3a ,⋯⋯ ,
p−1
2

⋅a の存在定理と平方剰余の相互法則絶対値剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則絶対値は素数すべて異なる奇素数とするときな整数る。

これより a , 2a ,3a ,⋯⋯ ,
p−1
2

⋅a の存在定理と平方剰余の相互法則絶対値剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則絶対値は素数 1,2 ,3 ,⋯⋯,
p−1
2

を入れ替えたもれ替えたもえたも

の存在定理と平方剰余の相互法則である。よって

1a⋅2a⋅3a⋅⋯⋯⋅p−1
2
a≡1⋅2⋅3⋅⋯⋯⋅p−1

2
⋅(−1)n

1⋅2⋅3⋅⋯⋯⋅ p−1
2
a
p−1
2 ≡1⋅2⋅3⋅⋯⋯⋅p−1

2
⋅(−1)n

1,2 ,3 ,⋯⋯,
p−1
2

は素数 pと平方剰余の相互法則互いに素であるとする。素であるから

a
p−1
2 ≡(−1)n

オイラーの小定理によりの存在定理と平方剰余の相互法則基準に素であるとする。より

( ap)≡(−1)n

( ap) ,(−1)n は素数と平方剰余の相互法則もに素であるとする。±1しかと平方剰余の相互法則らず，フェルマーの小定理によりp>2であるから

( ap)=(−1)n

□

第二補充法則の存在定理と平方剰余の相互法則証明

ガウスの予備定理の存在定理と平方剰余の相互法則予備定理と平方剰余の相互法則を用いている。



2,4, 6,⋯⋯, p−1 の存在定理と平方剰余の相互法則うちで絶対値平方剰余の相互法則が成り立つ。負であるものがであるの存在定理と平方剰余の相互法則は素数，フェルマーの小定理により
p
2

より大きいもの存在定理と平方剰余の相互法則である。その存在定理と平方剰余の相互法則個

数を求める。める。

p=4k+1 と平方剰余の相互法則表されるからされると平方剰余の相互法則き

p
2

+ 1
2
=2 k+1 より

p
2

+ 1
2

は素数奇数であるから，フェルマーの小定理により求める。める個数は素数，フェルマーの小定理により

{( p−1)−( p2 + 3
2)}÷2+1= p−14

奇数を掛けても偶奇は変わらないので，けても偶奇は素数変わらないので，わらな整数いの存在定理と平方剰余の相互法則で，フェルマーの小定理により
p+1
2

を掛けても偶奇は変わらないので，けると平方剰余の相互法則
p2−1
8

p=4k+3 と平方剰余の相互法則表されるからされると平方剰余の相互法則き

p
2

+ 1
2
=2 k+2 より

p
2

+ 1
2

は素数偶数であるから，フェルマーの小定理により求める。める個数は素数，フェルマーの小定理により

{( p−1)−( p2 + 1
2)}÷2+1= p+1

4

奇数を掛けても偶奇は変わらないので，けても偶奇は素数変わらないので，わらな整数いの存在定理と平方剰余の相互法則で，フェルマーの小定理により
p−1
2

を掛けても偶奇は変わらないので，けると平方剰余の相互法則
p2−1
8

以上よりより，フェルマーの小定理により

( 2p)=(−1)
p2−1
8

平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則証明

1⋅q ,2⋅q ,3⋅q ,⋯⋯,
p−1
2

⋅q の存在定理と平方剰余の相互法則うちで，フェルマーの小定理によりp で割った商をったと平方剰余の相互法則きの存在定理と平方剰余の相互法則絶対値剰余の相互法則が成り立つ。負であるものがであるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則個数を m，フェルマーの小定理により

1⋅p ,2⋅p ,3⋅p ,⋯⋯,
q−1
2

⋅p の存在定理と平方剰余の相互法則うちで，フェルマーの小定理によりq で割った商をったと平方剰余の相互法則きの存在定理と平方剰余の相互法則絶対値剰余の相互法則が成り立つ。負であるものがであるもの存在定理と平方剰余の相互法則の存在定理と平方剰余の相互法則個数を n と平方剰余の相互法則

すると平方剰余の相互法則，フェルマーの小定理により

( qp)( pq )=(−1)m(−1)n=(−1)m+n
　…①

である。

 qk を p で割った商をった絶対値剰余の相互法則が成り立つ。負であるものが

⇔ p
2

<qk−ip< p と平方剰余の相互法則な整数る整数 i が成り立つ。存在する。

⇔ 1
2
< qk
p

−i<1 と平方剰余の相互法則な整数る整数 i が成り立つ。存在する。

 ⇔ qk
p

<i+1< qk
p

+ 1
2

と平方剰余の相互法則な整数る整数 i が成り立つ。存在する。

⇔ q
p
k と平方剰余の相互法則

q
p
k+ 1
2

の存在定理と平方剰余の相互法則間に整数が存在する。に素であるとする。整数が成り立つ。存在する。



よって，フェルマーの小定理により 1≦ x≦
p−1
2

の存在定理と平方剰余の相互法則範囲において，直線に素であるとする。おいて，フェルマーの小定理により直線 y= q
p
x と平方剰余の相互法則直線 y= q

p
x+ 1
2

に素であるとする。挟まれた領域におまれた領域におに素であるとする。お

ける格子点の個数がの存在定理と平方剰余の相互法則個数が成り立つ。 m である。

同で考える 。様にして，に素であるとする。，フェルマーの小定理により 1≦ y≦
q−1
2

の存在定理と平方剰余の相互法則範囲において，直線に素であるとする。おいて，フェルマーの小定理により直線 x= p
q
y と平方剰余の相互法則直線 x= p

q
y+ 1
2

に素であるとする。挟まれた領域におまれた領域におに素であるとする。お

ける格子点の個数がの存在定理と平方剰余の相互法則個数が成り立つ。 n である。

これら 2 つの存在定理と平方剰余の相互法則領域におは素数重ならないから，な整数らな整数いから，フェルマーの小定理により2 つの存在定理と平方剰余の相互法則領域におを合わせた領域におの存在定理と平方剰余の相互法則格子点の個数がの存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数 m+n である。

p と平方剰余の相互法則 q は素数互いに素であるとする。素であるから，フェルマーの小定理により 0< x< p の存在定理と平方剰余の相互法則範囲において，直線に素であるとする。おいて，フェルマーの小定理により直線 py=qx 上よりに素であるとする。は素数格子点の個数がは素数な整数い。

また，フェルマーの小定理により 0< x<1, p−1
2

< x< p+1
2
,0< y<1, q−1

2
<x< q+1

2
の存在定理と平方剰余の相互法則どの存在定理と平方剰余の相互法則範囲において，直線に素であるとする。も格子点の個数がは素数な整数い。

したが成り立つ。って，フェルマーの小定理により次の方程式であるから，①の互いに合同でない解は多くてもの存在定理と平方剰余の相互法則連立つ。不等しい。式が成り立つ。表されるからす領域におの存在定理と平方剰余の相互法則格子点の個数がの存在定理と平方剰余の相互法則個数も m+n である。

0< x< p+1
2

，フェルマーの小定理により 0< y< q+1
2

，フェルマーの小定理により y< q
p
x+ 1
2

，フェルマーの小定理により x> p
q
y+ 1
2

この存在定理と平方剰余の相互法則領域におは素数，フェルマーの小定理により点の個数が ( p+14 ,
q+1
4 ) に素であるとする。関して対称である。である。

実際，フェルマーの小定理により直線 x=0 と平方剰余の相互法則直線 x= p+1
2

 および，フェルマーの小定理により直線 y=0 と平方剰余の相互法則直線 y= q+1
2

は素数，フェルマーの小定理によりこの存在定理と平方剰余の相互法則点の個数がに素であるとする。関して

対称である。である。また，フェルマーの小定理により点の個数が ( p+14 ,
q+1
4 ) から平行なな整数 2 直線 y= q

p
x+ 1
2

，フェルマーの小定理により x= p
q
y+ 1
2

までの存在定理と平方剰余の相互法則距離

は素数と平方剰余の相互法則もに素であるとする。，フェルマーの小定理により
p+q

4√ p2+q2
であるから，フェルマーの小定理によりこの存在定理と平方剰余の相互法則 2 直線もこの存在定理と平方剰余の相互法則点の個数がに素であるとする。関して対称である。である。

ここで，フェルマーの小定理によりp，フェルマーの小定理によりq は素数奇数であるから，フェルマーの小定理により
p+1
4
,
q+1
4

は素数，フェルマーの小定理により整数か，フェルマーの小定理により整数+
1
2
の存在定理と平方剰余の相互法則形の数となる。よって，この存在定理と平方剰余の相互法則数と平方剰余の相互法則な整数る。よって，フェルマーの小定理によりこ

の存在定理と平方剰余の相互法則領域におに素であるとする。おける格子点の個数がは素数，フェルマーの小定理により点の個数が ( p+14 ,
q+1
4 ) に素であるとする。関して対称である。な整数位置に，に素であるとする。，フェルマーの小定理により2 点の個数がが成り立つ。対と平方剰余の相互法則な整数って現れる。これれる。これ

より，フェルマーの小定理により点の個数が ( p+14 ,
q+1
4 ) が成り立つ。格子点の個数がであるか否かを調べるには，さらに，次の補充法則を用いる。かに素であるとする。従って，素因数をって，フェルマーの小定理によりこの存在定理と平方剰余の相互法則領域にお内にある格子点の個数は，それに素であるとする。ある格子点の個数がの存在定理と平方剰余の相互法則個数は素数，フェルマーの小定理によりそれ

ぞれ，フェルマーの小定理により奇数個か偶数個に素であるとする。な整数る。

m+n が成り立つ。奇数

 ⇔ 点の個数が ( p+14 ,
q+1
4 ) は素数格子点の個数がである

  ⇔ p，フェルマーの小定理によりq は素数と平方剰余の相互法則もに素であるとする。 4 で割った商をって 3 余の相互法則る素数

⇔ p−1
2
,
q−1
2

は素数と平方剰余の相互法則もに素であるとする。奇数

 ⇔ p−1
2

⋅q−1
2

は素数奇数

よって，フェルマーの小定理により①より



( qp)( pq )=(−1)
p−1
2

⋅q−1
2

が成り立つ。成り立つ。り立つ。つ。

例えば， (3841) を求める。める。 (3841)=( 241)(1941) 　…①　であり，フェルマーの小定理により

( 241)=(−1)
412−1
8 =(−1)5⋅42=1 　…②

また，フェルマーの小定理により

(1941)(4119)=(−1)9⋅20=1 であるから (1941)=(4119 )=( 319)
( 319)(193 )=(−1)1⋅9=−1 であるから ( 319)=−(193 )=−(13)=−1

よって (1941)=−1 　…③

①，フェルマーの小定理により②，フェルマーの小定理により③より　 (3841)=−1


